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1．はじめに 

本研究は，シュタイナー問題――複数の需要点を連結す

るグラフの中で，総長が最短のものを求める問題――を「領

域の重み」を考慮できるように拡張し，その新たな発見的

解法を提案する．300 年以上前に，トリチェリが「平面上

の3需要点を結ぶ，辺の総長が最短になるようなグラフを

求める問題」の作図解法を発見したことが知られている．

この問題の需要点数を一般化した問題がシュタイナー問題

であり，高速道路や送電線網などの線状インフラの敷設コ

スト最小化問題へ適用されてきた 1)． 

シュタイナー問題は以下のように定義される： 

需要点の集合D = {d1, … , dn}を連結するグラフ

G(V, E)のなかで，総長が最小のものを求めよ． 

ここで，V は G の頂点の集合，E は G の辺の集合である．

D 以外にも頂点を設けることが許され，その頂点をシュタ

イナー点s𝑖といい（ S = {s1, … , s𝑖 , … } = V ∖ D ），シュタイ

ナー問題を解いて得られるグラフを最小シュタイナー木と

いう．シュタイナー問題に初めて厳密解法を与えたのが

Melzak2)であり，これを皮切りに解法の高速化を試みる研究

が行われてきた．一方で，シュタイナー問題に対する発見

的解法も，2章で述べるように盛んに行われている． 

シュタイナー問題を実空間に適用する場合に課題となる

のは，線状インフラの敷設コストが空間的に一様でないこ

とである．例えば，急峻な山や広大な湖では敷設コストが

割高になり，また，居住地域や保護林などの開発が禁止さ

れた場所の敷設コストは無限大に等しい．このような地形

的，社会的制約を加味しなければ，シュタイナー問題を解

いても実用的な知見が得られない．これらの制約は数理的

には，領域ごとに単位長さあたりのコスト（領域の重み）

を設定することにより考慮できる．内部の通過を禁止され

た領域に対しては重みを十分大きく設定すれば良い．そし

て，グラフの総コストの最小化により，地形的，社会的制

約を加味したインフラ敷設コストの最小化を実現できる． 

この最小化問題は，重みの異なる領域を平面上に設定し，

辺のコストを2点間の重み付き最短距離で与えるようにシ

ュタイナー問題を一般化した問題である．この問題を重み

付きシュタイナー問題という．2 章で述べるように，重み

付きシュタイナー問題の発見的解法の既往研究はわずかに

しかない．その解法を，都市空間のように，複雑な領域形

状が多数設定される空間に適用すると，計算量が膨大にな

る．そこで本研究では，3 章で述べるように，等方的で稠

密なネットワークであるランダムドロネー網（rDn）で連続

平面を離散化し，任意2点間距離をその上の重み付き最短

距離とする．rDn のノード密度は，需要点同士の距離と障

害物の大きさに応じて決定され，既往の方法より離散化に

係る計算量が小さい．そして本研究では，需要点のボロノ

イ図に基づく性質を利用して，重み付きシュタイナー問題

を発見的に解く手法を提案する．既往の方法が需要点の最

小全域木の局所近傍しか探索しないため誤差が大きいのに

対し，本研究は複数のシュタイナー点が隣接する場合でも，

厳密解に近い解が得られる．続く4章では，大型ドローン

による航空路網を対象とし，それを重み付き最小シュタイ

ナー木で計画したときのケーススタディを行う． 最後に5

章では，本研究をまとめ今後の展望を述べる． 

本手法は，rDn のノード密度を変化させることで，都市

の狭域から広域までを統一的に扱うことができる．分析ス

ケールに応じた重み付き最短路を求められるため，大型ド

ローンの航空路網だけでなく，国境を超える鉄道網やパイ

プライン，街なかの電線網などにも適用が可能である． 

本研究で用いる略語は表－1の通りである． 

ランダムドロネー網を用いた重み付きシュタイナー問題の発見的解法

- 大型ドローン航空路網導入に伴う用地補償の最小化 -

A Heuristic for the Weighted Steiner Tree Problem by Using Random Delaunay Networks 

- Minimization of Land Compensation for Large-Scale Drone Airway Networks -
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2．シュタイナー問題の既往研究と本研究の位置づけ 

2.1．既往の厳密解法 

 Melzakがシュタイナー問題（ESTP）に初めて厳密解法を

与えた後に，Winter & Zachariasen3)が適切な枝狩りを行うこ

とで計算を省力化したアルゴリズムを開発した． 

 重み付き ESTPにおいて，領域が通り抜け不可である場

合を，特に障害付き ESTPという．重み付き領域は一般に

閉多角形に近似されて計算される．障害付き ESTPについ

ては，Zachariasen & Winter4)が障害の頂点を含めて，Winter 

& Zachariasen3)が行ったのと同様の枝狩りに加え可視グラ

フを用いた厳密解法を示している．重み付き ESTPの厳密

解法は，筆者らが調べた限り存在を確認できなかった． 

 以降では，区別する必要がない限り重み付き ESTPは障

害付きESTPを含意する． 

2.2．既往の発見的解法と本研究の位置づけ 

ESTPがNP困難な問題である 5)ため，同様に，重み付き

ESTPも明らかにNP困難な問題である．これらの問題に対

しては，厳密解法だけでは問題の規模の大きさ（需要点数，

領域の頂点数）に限界があり，発見的解法が実用的で開発

が行われている（表－2）． 

ESTPの発見的解法の多くは，Dの最小全域木（MST）(1)

を利用しているが，MSTの周りにシュタイナー点を挿入し

て得られる局所的な近傍解を探索しても最小シュタイナー

木（ESMT）に至るのが不可能な場合がある 6)ため，この問

題を克服する方法も提案されている（Smith et al．7)，岡部，

鈴木 8)，Beasley & Goffinet9)）．しかし，Smith らの方法は，

3 点以上シュタイナー点が隣接する場合を無視している．

岡部らの方法は，ESTPの近似解の総長がMSTよりも小さ

くならない場合がある．加えて，これら3つの方法は重み

付きESTPへの適用が難しい．そこで本研究では，3.1で詳

述するランダムドロネー網を用い連続平面全体を離散化し

て，エッジ上で障害付き，重み付き最短距離を近似的に計

量し，重み付きESTPへの適用を可能にする． 

 重み付き ESTP の発見的解法の研究はわずかである

（Garrote et al．10)）．Garroteらの方法は，障害や重み付き領

域の形状が複雑になり頂点数が増えるほど，完全グラフの

構築に掛かる計算量，記憶容量が膨大になり，また，MST

周りの局所近傍しか探索しないため，2 点以上のシュタイ

ナー点が隣接するとき，解の形状が厳密解から乖離する．

一方本研究は，複雑な領域の形状でも現実的な計算量と記

憶容量で扱うことができ，複数のシュタイナー点が隣接す

る場合であっても，需要点とシュタイナー点の隣接関係と，

辺と障害の位置関係について厳密解と同じ解が得られる． 

3．提案するシュタイナー問題の発見的解法 

 本章では，ランダムドロネー網（rDn）を用いて，需要点

を母点とする重み付きのボロノイ領域分割を行い，その双

対グラフ（重み付きドロネー図と呼ぶ．隣接するボロノイ

領域の2母点間の辺を重み付き最短路で与える）に含まれ

る全域木に対して微小変形を繰り返し，辺の総コストを小

さくする手法を構築する．全域木は，タブー探索法を用い

て発見的に探索される．最終的に，rDn 上の木として重み

付きESMTの近似解が得られる． 

3.1．ランダムドロネー網 

 rDn は，多数のランダムな点をノードとし，それらの点

に対するドロネー三角形分割のドロネー辺をエッジとする

ネットワークである．2 点間の「ユークリッド距離に対す

る rDn上の最短路距離の比」が方向によらず安定し 11)，重

み付き平面における最短路を精度よく近似できる 12)，13)（図

－1）．  

本手法では，rDn 上でシュタイナー点を発見的に探索す

る．rDn のノード密度によって手法の性能は左右されるた

め，需要点同士の距離に対する rDnのノード密度を揃える

べきである(2)．A を rDnを張る面の面積，ra を需要点をノ

ードとするドロネー網の平均エッジ長としたとき，本研究

では rDn のノード数をN = 8000A/πra
2 とする(3)．本手法

は，rDn の構築とノードの領域に対する内外判定を行うこ

とで空間を離散化するので，離散化に要する計算量と記憶

容量はGarroteらの方法よりも少ない(4)． 

3.2．需要点のボロノイ図の隣接関係を利用した解法の構築 

本研究では，重み付き領域の内部で，その重みが一様で

あるとする．このとき，ESMT，重み付きESMTは以下の

表－1 本研究で用いる略語一覧 

シュタイナー問題 ESTP 最小シュタイナー木 ESMT 

Full Steiner Tree FST 最小全域木 MST 

ランダムドロネー網 rDn 近似解 SMT∗ 

表－2 既往のシュタイナー問題の発見的解法と課題 
S点：シュタイナー点 

既往の発見的解法 方法 課題 

Smith et al． 

MSTの隣接3点， 

または4点の周りに 

S点を挿入 
重
み
付
きE

S
T

P

に 

適
用
困
難 

S点が3点以上隣接 

する場合を無視する 

岡部，鈴木 ランダムにS点を挿入 
MSTよりも大きく 

なる場合がある 

Beasley & Goffinet 
ドロネー三角形内に 

S点を挿入 

Garrote et al． 
MSTの隣接3点の 

周りにS点を挿入 

空間の離散化に要する 

計算量が膨大 

S点が2点以上隣接するとき 

誤差が大きい 図－1 rDnによる重み付き最短路の近似 
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性質P1~P52)，3)を持つ． 

P1 0 ≤ |S| ≤ |D| − 2． 

P2 s ∈ S の次数は3である． 

P3 d ∈ D の次数は3以下である(5)． 

P4 e ∈ E の両端点が D に含まれるとき，e は D の MST

に含まれる． 

P5 ESMTはFull Steiner Tree（FST）の連結からなる．こ

こで，ESMTの，𝑚個（2 ≤ 𝑚 ≤ n）の点 D𝑚 ⊂ D を

持つ部分集合 G𝑚 が FST であるとは，G𝑚 が D𝑚 の

ESMTであり，D𝑚 の次数が1であることをいう． 

 本手法は，初期条件として与える D の全域木を，P1から

P3に適合するように変形させて G の最小化を目指す．その

際，P4，P5を利用して効率的な探索を行う． 

 本研究では，rDn のノードにシュタイナー点が取り得る

位置を限定し，2 点を結ぶ辺は，rDn 上で 2 点間の最短路

を構成するエッジの集合で与える．それを踏まえ，G(V, E) 

を微小変形する基本操作を説明する（表－3）．v ∈ V に接

続する点を P = {p1, … , p𝑙} ⊂ V とし，rDnで v の周辺にあ

るノード(6)を Q とする．また，|pq| は点 p, q 間の重み付き

最短距離を表す．𝑂1は需要点周りにあるノードに新しいシ

ュタイナー点を置き，辺を繋ぎ変える操作である．𝑂2はシ

ュタイナー点を移動する操作である．𝑂3は移動したシュタ

イナー点が需要点と同じ位置に収束したときにそのシュタ

イナー点を削除する操作である．これらの操作は岡部らの

方法に一部類似するが，rDn 上で行えるような改良がなさ

れている． 

Gに 𝑂1，𝑂2，𝑂3 を繰り返し施す関数を 𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

とし，これにより得られた木を G∗ とする（表－4）．𝑂1 に

よって挿入されるシュタイナー点の次数は3になる（P2に

適合）．∀d ∈ D の次数が1になるまで 𝑂1 が施されたとき，

それ以上シュタイナー点が増えることはなく，このとき，

|S| = |D| − 2 になる（P1に適合）．3，4行目でシュタイナ

ー点を漸近的に動かし，1 行目で決定された木における最

適解への収束を目指している．𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 は，rDn に

よる離散化により重み付きESTPにおいても適用できる． 

P4 より，MST をガイドとして用い，辺の総コストが小

さくなるように近傍解を探索するのは有効である．MSTの

周りの局所的な近傍解探索で ESMT に至るのが不可能な

場合に備え，本研究では，ESTPの厳密解の観察により得ら

れた，需要点のボロノイ図に関するFSTの以下の性質をも

とに，DのMSTの構成からの克服を図る． 

D1 D𝑚 の FST は D のボロノイ領域で互いに隣接する(7)． 

D2 D𝑚 の FST のシュタイナー点を縮約して得られる全

域木の集合は，D𝑚 のドロネー図で取り得る全域木の

集合に含まれる(8)． 

D1 ゆえに，Smith らの方法，Beasley らの方法は良好な

ESMT の近似解が得られる．本研究は D1 に加えて D2 を

利用する．𝑂1，𝑂2 はシュタイナー点の縮約と反対の操作で

あると捉えられる．したがってD1，D2より，D𝑚のドロネ

ー図で取り得る全域木の集合から，FSTのシュタイナー点

を縮約して得られる全域木にも含まれる適当な全域木を選

択し，𝑂1，𝑂2を繰り返し施せば D𝑚のFSTが得られると予

想される．P5よりESMTはFSTの連結でできているので，

適当な D の全域木に 𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛を施せば，近似解を得

られるはずである．適当な D の全域木は明らかでないので

探索する必要がある．しかし，補注(8)で述べるように，D

が大きくなるにつれてドロネー図上で取り得る全域木の数

は膨大になり，それらすべてを処理するのは困難であるた

め，何らかの発見的方法が必要となる．本研究では，タブ

ー探索法を用いて MST の辺を繋ぎ変えてできる全域木を

探索し，発見的に解を求める． 

3.3．タブー探索法 

 タブー探索法は，Glover14)により提案されたメタヒュー

リスティック探索手法である．タブー探索法は，一般的な

局所探索法と違い，近傍解の中に現在の解よりも良い解が

表－3 基本操作 

𝑂1(G, v) = G． 

G：D の全域木，v：G の頂点． 

1 if v ∈ D で v の次数が2， 

2 q ∈ Q, p𝑖 , p𝑗 ∈ P, 𝑖 ≠ 𝑗． 

{(q, p𝑖 , p𝑗)} 

← argmin(|qv| + |qp𝑖| + |qp𝑗|) ． 

3 if 

|qv| + |qp𝑖| + |qp𝑗| < |vp𝑖| + |vp𝑗|， 

4 G ← G ∖ vp𝑖 ∖ vp𝑗． 

5 G ← G ∪ q ∪ qp𝑖 ∪ qp𝑗． 

6 G を返す． 

𝑂2(G, v) = G． 

G：D の全域木，v：G の頂点． 

1 if v ∈ S， 

2 q ∈ Q ． 

{q} ← argmin(∑ |qp|p∈P )． 

3 if ∑ |qp|p∈P < ∑ |vp|p∈P ， 

4 G ← G ∖ v ∖ {vp}． 

5 G ← G ∪ q ∪ {qp}． 

6 G を返す． 

𝑂3(G, v) = G． 

G：D の全域木，v：G の頂点． 

1 if v ∈ S， 

2 if v = ∃d ∈ D， 

3 G ← G ∖ v ∖ {vp}． 

4 G ← G ∪ {qp}． 

5 G を返す． 

表－4 𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛の流れ 

𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(G(D, E)) = G∗(V, E)． 

G(D, E)：Dの全域木． 

1 for v in D，G ← 𝑂1(G, v)． 

2 if 1でシュタイナー点が挿入されない， 

G∗← G，G∗(V, E)を返す． 

3 for v in D，G ← 𝑂2(G, v)． 

4 if 3でいずれかの頂点が移動する， 

3に戻る． 

5 for v in D，G ← 𝑂3(G, v)． 

6 1に戻る． 
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ないとしても強制的に遷移が行われるため，局所最適解に

収束することなく探索を続ける．この際，タブーリストと

呼ばれる，最近の遷移の情報を記憶した配列を参照して，

探索の過程で現在の解に戻ることを抑止し，より広域の解

を探索する．タブー探索法を用いるにあたり，以下の項目

を設計する（表－5）． 

3.4．手法の全体的な流れ 

 本手法で求められる D の全域木をSMT∗とする．本手法

の流れは𝐻𝑒𝑢𝑟𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑としてまとめられる(9)（表－6）． 

 2 行目について，一般に障害，重み付き平面におけるボ

ロノイ領域を求めるのは困難であるが，rDn を用いると容

易に近似できる 12)．そして，隣接するボロノイ領域の2母

点間の辺を rDn上の重み付き最短路で与えれば，重み付き

ドロネー図を近似することができ，重み付き ESTP に

𝐻𝑒𝑢𝑟𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑を適用できるようになる．6~24 行目ま

でがタブー探索法である．特に，12~15行目が(6)特別選択

基準にあたる．18~24行目が(7)長期メモリを活用した近傍

解への遷移過程である．図－2 に，3.5に挙げる Case10の

求解の過程を示す． 

3.5．手法の性能評価 

 既往の研究で提示された厳密解と本手法で得られる近似

解の形状の比較，MSTとの総長の比較により，手法の性能

を評価する．比較対象の厳密解として，文献 6)より Case1

を，トリチェリの作図法を用いて Case2 を，文献 10)より

Case3~20をそれぞれ描画した（表－7の赤線）(11)．Case1は，

MST の周りの局所的な近傍解探索で ESMT に至るのが不

可能な場合であることが知られている 6)．Case2は，後述す

るように，本手法で良好な解が得られないと推測される障

害の配置を持つ．Case3~20は，Garroteらの方法の検証に用

いられ，特に，Case12，19は4％強，Case10は10％強，近

似解が厳密解よりも大きくなることが報告されている 10)．

規定の探索時間は T = 5時間とし，Case1~20に対し，SMT∗

を描画した（表－7の青線）．得られた解の需要点とシュタ

イナー点の隣接関係と，辺と障害の位置関係について厳密

解と同じ場合，厳密解の形状が得られた（OK）と判定する
(12)．両手法でOKの Caseが 1/20件（Case9），本手法だけ

でOKのCaseが12/20件（Case1，3，6，8，10~12，16~20），

Garrote らの方法だけで OK の Case が 3 件（Case2，13，

14），両手法でOKでないCaseが 4/20件（Case4，5，7，

15）であった．Garroteらの方法に比べて本手法は，厳密解

の形状を得られるCaseの数が4件から13件に増えており，

性能が改善されている． 

表－5 タブー探索法の設計 

(1)解の定義：タブー探索法における解は，D の全域木  G であり，|G∗|で評

価される（ |G∗|は G∗ の辺の総コスト）． 

(2)初期解の設定：初期解は D のMSTとする． 

(3)近傍の定義；現在の解  G(D, E)の中から，辺をランダムにひとつ選択し，

切断する．D の重み付きドロネー図  wD に含まれる，切断した辺と端点と
共有する辺を繋ぐことで需要点が連結されてできる全域木の集合を G の近
傍 {G′} とする． 

(4)タブーリストに記憶する情報：タブーリストには，G から G′に遷移した
際に加えられた辺  e を記憶し，タブーリストに e が記憶されている間は近

傍の生成時に e が切断されることを禁じる． 

(5)タブー期間：タブーリストの記憶容量の上限をタブー期間と呼ぶ．探索
を続けるために全域木の辺数  |D| − 1 以下である必要があり，本研究では
√ (|D| − 1) としている（ |D|は D の要素数）．タブーリストの辺数がタブ

ー期間よりも大きい場合には，記憶されたのが最も古い辺をタブーリスト
から取り除く． 

(6)特別選択基準：タブーリストに記憶された辺を切断して生成される近傍
解の中に，現在までに探索したどの解よりも良い解があるときには，その解
への遷移を許す．このとき，切断された辺はタブーリストから取り除き，接

続された辺をタブーリストに加える． 

(7)長期メモリ：ある辺が探索の過程でタブーリストに何度も加えられてい
るとき，探索がその辺の周辺の解に偏っている．これを防ぐために，長期メ
モリとして，wD の各辺についてタブーリストに追加された回数を記憶す

る．そして，長期メモリをもとに近傍にペナルティを与えて遷移を行う． 

(8)終了条件：規定の探索時間  T を超えたとき，または  wD で取り得る全域

木のすべてを探索し終えたときに探索を終了する． 

表－6 𝐻𝑒𝑢𝑟𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑の流れ 

𝐻𝑒𝑢𝑟𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑(W, D) = SMT∗． 

W：対象平面， D：与えられた点． 

1 Wに N点の rDnを張り重み付ける(10)． 

2 D の重み付きドロネー図wDを作る． 

3 G ← D のMST 

4 SMT∗ ← 𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(G) 

5 空のタブーリスト  TL を作る． 

6 while 探索時間 < T & wD で取り得る解を未探索， 

7 G の辺をランダムに選択し  e とする． 

8 e を切断してできる近傍 {G𝑖}を作る． 

9 for {G𝑖}， 

G𝑖
∗ ← 𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(G𝑖)

10 |G𝑖
∗|の小さい順に{G𝑖}をソート． 

接続される辺を{e𝑖}とし，接続される辺がTLに追加された回
数を{c𝑖}とする． 

11 for {G𝑖}， 

12 if G𝑖
∗ < SMT∗，SMT∗ ← G𝑖

∗． 

13 if e ∈ TL， 

14 TL ← TL ∪ e𝑖 ∖ e． 

15 G ←  G𝑖．6に戻る． 

16 else， 

17 if e ∈ TL， 

6に戻る． 

18 else if ∑c𝑗 = 0 or 確率 (∑c𝑗 − c𝑖)/∑c𝑗， 

19 TL ← TL ∪ e𝑖．c𝑖←c𝑖 + 1． 

20 if |TL| > √ (|D| − 1)， 

TL から一番古い辺を取り除く． 

21 G←G𝑖．6に戻る． 

22 if  G = G， TL ← TL ∪ e0．c0← c0 + 1． 

23 if |TL| > √ (|D| − 1)， 

TL から一番古い辺を取り除く． 

24 G ← G0． 

25 SMT∗ を返す． 

青太線：グラフの辺，青細線：重み付きドロネー図 

図－2 Case10の求解の過程 
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本手法と Garrote らの方法を比較するために，MSTに対

するSMT∗の総長の改善率|MST|/|SMT∗|を求めた．ただし，

本手法におけるMSTは rDn上でのDの最小全域木である．

補注(3)で述べるように，rDn上の最短路長はユークリッド

距離に比べて1.03~1.06倍長い．したがって，本手法の改善

率は1.03/1.06倍から1.06/1.03倍，つまり前後およそ3%の

誤差があると考えられる．本手法が Garrote らの方法より

改善率で 3%以上劣る Caseは無く，3%以上勝る Caseは 5

件であった．この点からも性能の改善が見られる． 

 Garroteらの方法だけで厳密解の形状が得られるCase2，

13，14 について考察する．Case2 のように， wDのいずれ

の辺も，厳密解のシュタイナー点とその周りの障害の間を

通らない場合，本手法で需要点周りに挿入されたシュタイ

ナー点を移動させるときに障害に引っかかり厳密解の形状

に到達できない(13)．Case13，14では rDnの密度に比べて障

害が近接しているため，障害の間を通る rDnのエッジがな

く（Case13では障害の左部，Case14では障害の下部），正

しいボロノイ領域が近似できなかったためである．この問

題は rDnのノード位置が乱数生成器とシードに依存してい

ることに起因するが，rDn の密度を上げることで大局的に

は改善されることが期待できる． 

3.6．重み付き最小シュタイナー木の性質 

連続的な重みの変化に対する重み付き ESMT の不連続

な挙動を把握する．仮想平面Scenario1から3を用意し，重

み付き領域以外の重みを1として，領域の重みを1から0.1 

ずつ増加させ解の形状を出力する．SMT∗が形状を変えた

ときの重みと解を出力した（図－3）． 

Scenario1は頂点の一つが重み付き領域内にある．重みが

大きくなるにつれ，領域内を通る長さを減じるように，そ

の頂点とシュタイナー点を結ぶ辺が，順に領域の右辺，上

辺，左辺に抜けるように向きを変える．Scenario2は左右対

wは領域の重み，黒点がD， 

青線がSMT∗，墨部が重み付き領域を表す． 

図－3 Scenario1-3のSMT∗の形状の変化 

表－7 Case1からCase20のSMT∗の形状と改善率 

黒点がD，赤線が厳密解，青線がSMT∗，墨部は重みが1の領域，白部が障害を表す．各Caseの付さ
れた値は順に厳密解の形状を得られたか，本手法の改善率，Garroteらの方法の改善率，改善率の差

である．厳密解の形状に関して，Tは本手法だけでOKの場合，Gは Garroteらの方法だけでOKの
場合，T／Gは両手法でOKの場合，Nは両手法でOKでない場合を表す．Tまたは改善率の差が
0.03以上のときは緑字，Gのときは赤字で示している． 

Case1 Case2 

T 1.040 － － G 1.030 － － 

Case3 Case4 Case5 Case6 Case7 Case8 

T 1.085 1.087 -0.002 N 1.050 1.047 0.003 N 1.039 1.045 -0.006 T 1.060 1.047 0.013 N 1.122 1.113 -0.009 T 1.022 1.023 -0.001 

Case9 Case10 Case11 Case12 Case13 Case14 

T／G 1.150 1.155 -0.005 T 1.139 1.025 0.114 T 1.158 1.123 0.038 T 1.133 1.066 0.067 G 1.015 1.011 0.004 G 1.008 1.014 -0.005 

Case15 Case16 Case17 Case18 Case19 Case20 

N 1.129 1.028 0.101 T 1.090 1.093 -0.002 T 1.092 1.092 -0.001 T 1.032 1.045 -0.013 T 1.143 1.088 0.055 T 1.367 1.349 0.018 
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称に凹型の領域と頂点が配されている．重みが大きくなる

につれ，シュタイナー点は下へと移動するが，重みが1.8の

ときにシュタイナー点が消失し，解は最小全域木となる．

さらに，重みが 2.4 のときに対称性が破れ，解が再度シュ

タイナー点を持ち，重みが 3.4 になると解は領域を迂回す

るようになる．Scenario3は左右対称に配された4頂点の間

に矩形の重み付き領域を配している．2 つのシュタイナー

点を結び，重み付き領域を通る辺が，重みが大きくなるに

つれて領域内で水平に近づく．重みが 2.3 のときに解は領

域を迂回するようになる． 

4．山間部での大型ドローン航空路網シミュレーション 

 本章では，敷設に係る補償費用の最小にする大型ドロー

ンの航空路網を，本手法を用いてシミュレーションする．

そして，将来のドローン技術革新を想定して，地域区分毎

に設定される重みが逓減されていく状況を想定したシミュ

レーションを行うことで，最適な航空路網がどのように変

化するかを明らかにする． 

4.1．ドローン航空路網に係る補償費用の最小化問題 

大型ドローンは，新たな旅客手段として開発途上にある
15)．大型ドローンの安全な飛行を念頭にいれると，交通ル

ールの作成と航空路網の敷設が求められる 16)が，無費用で

航空路網の敷設ができるとは考えにくい．なぜなら，大型

ドローンが恒常的に飛行するとなれば，景観の悪化や騒音，

建築の制限によって，その土地の不動産価値が下がる恐れ

があるからである．このような背景から本研究では，従来

の線状インフラ（例えば送電網 17)）と同様に,飛行ルートの

敷設には，飛行ルートの長さと土地価格に比例した補償費

用が生じると仮定する．すると，大型ドローンの離発着点

を需要点とする航空路網で，補償費用が最小になるものを

求める問題は，重み付きESTPに帰着する． 

大型ドローンは旅客輸送だけでなく，貨物輸送の手段と

しても期待が寄せられている 18)．貨客混載を想定すると，

大型ドローンの離発着点は，配送拠点に設けるのが妥当で

ある．本章では，配送拠点を連結する大型ドローンの航空

路網を，重み付きESMTで計画したときのシミュレーショ

ンを rDn上で行う．重み付き最小シュタイナー木は，本手

法を用いてSMT∗として求める． 

4.2．シミュレーション対象地の選定 

 シミュレーションの対象地として埼玉県秩父市周辺を用

いる．秩父市は首長の意向でドローンによる地域創成を目

指している．秩父市は県西部の山間部に位置し，県の面積

の15％を占める広大な市である．降雪時には道路が途絶す

る地域もあり，大型ドローン利用のポテンシャルは高い19)． 

4.3．シミュレーションの与件 

 ドローンの飛行に対して，有人地帯の目視外飛行を想定

する．航空法による制約を加味し、地表からの高さ150m以

上の空域や，DIDの上空をドローンが飛行することを禁ず

る．ただし，DID内にある配送拠点からは，最寄りのDID

外領域へ直線飛行するものとする．前者の制約により，高

低差が 150mある谷間を水平飛行できず，山肌に沿う必要

がある．本研究では簡単のため，各地点からの高さを維持

して飛行することとする．後者の制約については，DID内

を通るエッジに，DIDが飛行不可の障害とみなせるほどに

十分に大きな重みを乗ずる(10)ことで対処する． 

 以上を踏まえて，対象の範囲を rDnで離散化し，地域区

分に応じて rDnのエッジの長さを重み付ける．ただし， エ

ッジの長さは平面に張った rDnを地形データ(14)に投影した

ときの長さとする(15)．対象の範囲は，秩父市にあるセンタ

ーを含む40km四方で，東に平野部，西に標高1600mほど

の山間部が広がる．重み付き領域をDID，都市地域，農業

地域，森林地域に設定する(16)．DID の重みは先述の通り，

十分大きな値に設定する．他の領域の重みについては，基

準地価格をもとにそれぞれ，都市地域：3.9×102，農業地域：

1.8，森林地域：1.0とする(17)．この重みの組み合わせをLevel1

とする．現状では，大型ドローンによる貨客混載は実験段

階にあるため，このような重みの存在は妥当であろう．し

かし，将来のドローン技術の革新により，安全性および静

寂性が向上すれば，ドローン飛行の規制緩和が起こり，上

で設定した重みは変化することも想定される．このことを

考慮し，Level1から領域の重みを減少させた場合のシミュ

レーションを行う．具体的には，人の生活圏内である農業

地域と都市地域で補償費用が一様になった場合を Level2

とし，このときの領域の重みを都市地域：1.8，農業地域：

1.8，森林地域：1.0とする．Level2からさらに，住居の密度

が都市地域に比べ小さい農業地域と森林地域が一様になっ

た場合をLevel3とし，このときの領域の重みを都市地域：

1.8，農業地域：1.0，森林地域：1.0とする．最後に，DID以

外は補償費用が一様になった場合をLevel4とし，このとき

の領域の重みを都市地域：1.0，農業地域：1.0，森林地域：

1.0とする．特にLevel4は，配送拠点（配送拠点がDID内

にある場合，最寄りのDID外領域の点）を連結する，障害

（DID）付きESTPになる． 

配送拠点は既存のものの活用を想定し，ヤマト運輸株式

会社の配送センターの位置に設定する(18)．3.1で述べたノー

ド数の rDnで当該領域を離散化すると，ノード数は78,202

点であり，rDnの平均エッジ長は約162mになる． 

4.4．シミュレーションの考察 

シミュレーションの結果を図－4 に示す．図西部の DID

が秩父市の中心市街地で，その脇に駅がある． 

Level1のシミュレーションでは，農業地域に比べ，都市

地域の重みは飛行不可の障害とみなせるほどに大きい．こ

れを反映して重み付き最小シュタイナー木では，都市地域

を避け，農業地域を縫うように飛行ルートが構成されてお

り，うまくシミュレーションできたように見える．このこ

とから，対象範囲の大きさと地域区分に対して，本手法の

rDnのノード密度は十分であると言える(19)． 

Level1～4の航空路網を比較する．まず，Level1～3にか

けて，航空路網が離散的に，特に森林地域周辺で形を変え

ている．Level1からLevel2では，森林地域をまたいで西部
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と東部にある配送拠点を結ぶ飛行ルートがなくなり，

Level2からLevel3では，森林地域を通る飛行ルートがなく

なる．また，Level2とLevel4を比べると，都市地域と農業

地域が一様であるため，図南西部にある配送拠点以外，配

送拠点の隣接関係が同じである．そして，Level2では森林

地域を通る飛行ルートが，Level4では都市地域を通るもの

になっている．配送拠点の分布は，都市地域・農業地域で

は密で，森林地域では疎である．したがって，重みの違い

が小さくなるにつれて，森林地域を通る飛行ルートは，コ

ストが相対的に大きくなり，できにくくなる．このように，

社会的制約の位置と重みの大小の関係で大きく形を変える

航空路網を直感的に想起するのは困難であるが，本手法を

用いれば，重みの変化に応じた解を求めることができる． 

表－8より，MSTに対するSMT∗の総コストの改善率に着

目すると，各重みが一様に近づくにつれて，改善率が大き

くなっている．3.6で見られたように，総コストを小さくす

るためにシュタイナー点は重みが相対的に小さい領域にで

きやすい．各重みの差が小さいときには，大きいときに比

べて，シュタイナー点ができやすい領域が広い，言い換え

れば，本手法におけるシュタイナー点の移動（ 𝑂2 ）がしや

すく，総コストの改善の余地が大きくなる． 

 

5．おわりに 

 本研究では，重み付きシュタイナー問題の発見的解法を

開発し，形状，総長の観点から性能を検証した．また，実

空間上で地域区分ごとに異なる重みを与えて，重み付き最

小シュタイナー木で計画した場合の航空路網をシミュレー

ションし，重みの大小によって解が離散的に変わる様子を

明らかにした．大型ドローンの航空路網の導入には金銭的

な側面のほかに，周辺住人の事業に対する理解が要る．公

共性を帯びる事業に際して度々問題になるのが Not In My 

Back Yard，NIMBY(20)である．アメリカではNIMBYが障壁

となって高効率の送電網プロジェクトの迅速な認可が妨げ

られている例もあり 20)，事業を迅速に進める意味でも，航

空路網の総長を小さくするのは有効である． 

 本研究で提示した大型ドローン航空路網が従来の陸上移

動網よりも効率的かどうかは，さらなる議論が必要である．

そのためには，道路上での重みの取り扱いなど，より詳細

な重みの設定が展望される．また，敷設費用だけでなく運

用費用も小さくするような，シュタイナー木からの拡張の

方法があれば，大型ドローン航空路網に限らず，線状のイ

ンフラ一般に役立つだろう． 
 
【補注】 

(1)与えられた頂点同士を互いに連結するグラフの中で最小のもののこと．
ただし，グラフの辺は与えられた頂点間を結ぶもののみとする．これは明ら
かに閉路を含まない．Kruskal法によって求められる． 

(2)rDnのノードの十分な密度は，重み付き領域の大きさにも依存するが，本
研究では，需要点同士の距離だけからノード密度を決定する． 

(3)ノード数の決定に際し，以下の実験を行った．半径 100 の円内にノード

数50,000点の rDnを作成し，各ノードに対し，円の中心からのユークリッ
ド距離に対する rDn 上の最短路距離の比で表される歪度 𝜖 を計算した（図
－5）．図から，ユークリッド距離が大きくなるほど誤差は小さくなり，ユー

クリッド距離が40±0.5において全体の約 90%が 1.03 ≤ 𝜖 ≤ 1.06 に分布
することが読み取れる．そこで本研究では，2点に対する 𝜖 が 1.03 ≤ 𝜖 ≤
1.06 になるような密度でノードを打つこととする．この実験円内では直径

が 40の円あたり約 2,000点がある．つまり，2点を結ぶ線分を直径とする
円内に2,000点の密度で rDnのノードを打てば，2点に対する𝜖はおおよそ
1.03 ≤ 𝜖 ≤ 1.06になることが期待できる．ここで，基準となる2点間の距

離として，2 需要点をノードとするドロネー網の平均エッジ長 ra を用い，
この密度にしたがうようノード数 N を決定すると，N = (ノード密度) ∗

(rDnを張る面の面積) = (2000/π(ra/2)2) ∗ A = 8000A/πra
2 となる． 

(4)重み付き領域の頂点数を 𝑚 とする．Garroteらの方法は，重み付き領域の
外周辺を離散化し得られる頂点（その数を 𝑙 とする）の完全グラフを構築し，
領域辺との交差判定をする．これらに掛かる計算量は 𝑂((𝑚 + 𝑙)2𝑚)と見

積もれる．それに対し本手法は，rDnを構築し，rDnのノード（その数を 𝑛
とする）の領域に対する内外判定を行う．計算量は 𝑂(𝑛(log(𝑛) + 𝑚))であ
る．Garroteらの方法の計算量は 𝑚 の3乗のオーダーであるのに対し，本手

法は 1 乗のオーダーであり，重み付き領域の形状が複雑になり，頂点数が
増えても計算量の増加が小さい．  

重み付き領域の形状が複雑になり，特に，rDnのエッジ長よりも細長い部分

がある場合には，その部分を不当に乗り越える辺が可能になり問題である．
そのような場合は，内外判定ではなく，平面走査法を施し，重み付き領域と
交差するエッジとそれらに囲まれたエッジに重み付ければ良い．この場合，

平面走査法に掛かる計算量は 𝑂((𝑛 + 𝑚 + 𝑘)log (𝑛 + 𝑚)) であるから，合
計の計算量は 𝑂(𝑛log(𝑛) + (𝑛 + 𝑚 + 𝑘)log (𝑛 + 𝑚)) と見積もれる．ここ
に， 𝑘 は rDnのエッジと領域の辺の交点数である．いずれにせよ，本手法

    

Level1 Level2 Level3 Level4 

白点 | 駅，赤部 |_DID，黄部 | 都市地域，緑部 | 農業地域,，白部 | 森林地域，青線 | シミュレーション結果，点線 | 行政界 

図－4 シミュレーションされた航空路網 

表－8 シミュレーション結果の改善率 
【総長[km]】全ての辺の長さの和【総コスト[km]】全ての辺のコストの
和（DIDは除く）【改善率】（MSTの総コスト）/（SMT*の総コスト） 

 Level1 Level2 Level3 Level4 

重 

み 

都市地域 3.9×102 1.8 1.8 1.0 

農業地域 1.8 1.8 1.0 1.0 

森林地域 1.0 1.0 1.0 1.0 

総長 [km] 2.29×102 1.95×102 1.96×102 1.87×102 

総コスト [km] 3.23×103 3.18×102 2.08×102 1.82×102 

改善率 1.076 1.088 1.091 1.095 
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はGarroteらの方法より，頂点数の増加に対する計算量の増加が小さい． 

また，記憶しておくべき辺数は，Garrote らの方法では (𝑚 + 𝑙)(𝑚 + 𝑙 −
1)/2 となり，𝑚 + 𝑙 > 10,000となるような地域区分を扱うのは現実的で

ない．それに対し，本手法では高  々3𝑛 程度，3.1で定める rDnのノード数
に従えば100,000以下であり，現実的な記憶容量で扱える． 

(5) d ∈ D の次数が3になるのは，dに接続する 3辺の内角がそれぞれ120°

のときに限られる． 
(6)rDnでvの周辺にあるノードとは，rDn上で v からの深度が 𝑑 以下になる
ようなノードである．あるシュタイナー点に接続する頂点までの辺の長さ

の和 L は，ユークリッド平面においてはシュタイナー点の座標に対して下
に凸である．したがって，シュタイナー点を最急勾配法的に動かせば L が
最小になる点に収束が見込まれる．しかしながら，rDnによる離散化の影響

で局所的に L が小さくなるノードが生じている．そうしたノードに陥らな
いために rDn上で v に接続しているノード，すなわち 𝑑 = 1 のノードより
も広い範囲を探索する必要がある．補注(3)に述べる需要点の密度と rDn の

ノード密度の関係において，実験的に 𝑑 = 2 として概ね問題ないことを確
認している． 

(7)ボロノイ領域で隣接していない点は，隣接している点に比べて離れてい

るため，それらを FSTとして扱うことは木の総長を小さくするという点に
おいて不利である． 

(8)数学的帰納法より，D𝑛 の FST を縮約してできる全域木の数は 𝜇(𝑛) =

(α𝑛−1 − β𝑛−1)/√5  (α = (3 + √5)/2, β = (3 − √5)/2) である．他方，
D𝑛 のドロネー図で取り得る全域木の数を推定するために以下の実験を行
った．正方領域にランダムに点を 𝑛 個打ち，ドロネー図を構成し，ドロネー

図上で取り得る全域木の数え上げを 100 度行う試行を，𝑛 = 3, 4, … , 100
について行う．全域木の数え上げは，行列木定理より，打たれた点の集合を
{1, 2, … , 𝑖, … , 𝑛}として，(𝑖, 𝑖)成分を 𝑖 の次数，(𝑖, 𝑗)成分を 𝑖, 𝑗 が接続して

いれば −1，接続していなければ 0 とする行列の余因子行列の行列式により
求めることができる．全域木の数を 𝜏(𝑛)とすると，およそ log(𝜏(𝑛)) =
𝑂((log(𝑛))4) になる（図－6）．𝜏(𝑛)は 𝜇(𝑛)よりも大きい．このことから，

D𝑚 のドロネー図で取り得る全域木の集合は，D𝑚 のFSTを縮約してできる
全域木の集合を含むと予想される． 

(9)𝐻𝑒𝑢𝑟𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑の実装は Python3.4.6 により，実験に用いたマシンは

Intel(R)Core(TM)i9-7900X，CPU @ 3.30GHz 3.31GHz，RAM 64.0GBである． 

(10)rDnのエッジの端点のどちらかが障害，重み付き領域内にあれば，それ
に準じた重みをエッジに与える．障害については1.0×107の重みを与える． 

(11)Case1，2はRhinoceros 5.0 (64-bit)を用いて，トリチェリの作図法により
作成した．Case3～20は厳密解のベクターデータをRhinoceros 5.0 (64-bit)に
読み込んだ．rDn を張る面は，需要点と障害の凸包領域を 1.25 倍に拡大し

た領域とする． 

(12)Garroteらの方法に対しては，厳密解で複数のシュタイナー点が隣接する
ものとCase10（Garrote et al.10)に「解の改善が不可能」との記載がある）以外

をOKと判定した． 

(13)補注(6)で述べる探索範囲を拡げることで解決することもできるが，そう
した場合，𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛に要する計算回数が大幅に増える． 

(14)国土地理院発行の基盤地図情報より等高線を取得し，100m ごとの等高
線をもとにRhinoceros 5.0 (64-bit)で三角形分割を行い，地形を近似したメッ
シュを作成した． 

(15)ドローンの上昇飛行はより多くの燃料を要すると考えられるが，この影
響は簡単のため考慮しない． 

(16)国土交通省国土政策局国土情報課発行の国土数値情報より，DID，都市

地域，農業地域のデータを取得し，QGIS 3.12で統合した．五地域区分の重
複する地域における土地利用調整指導方針によれば，農業地域は都市地域
に優先される．これを踏まえ，重複がある場合の優先順位は DID，農業地

域，都市地域の順とする．DID，都市地域，農業地域に該当しない地域を森

林地域として扱った．また，rDnのエッジの重み付けもこの優先順位に従う． 
(17)https://www.pref.saitama.lg.jp/a0107/zeisei/koteishin.html（2020/03/16）より，
平成30年度の埼玉県内の基準地価格の平均値を取得し，山林の基準地価格

¥57.572/m2を基準とし森林地域に重み1を割り当てた．そして，田の基準地
価格¥105.883/m2，宅地の基準地価格¥226,786/m2の山林の基準地価格に対す
る比 1.8，3.9×102をそれぞれ農業地域，都市地域の重みに割り当てた．な

お，道路上をドローンが飛行する場合の重みの違いは考慮していない． 

(18)https://www.e-map.ne.jp/p/yamato01/（2020/03/09）より，地図上で配送セン
ターの位置を検索できる． 

(19)対象範囲を小さくすれば，道路や用途地域などのより細かな社会的制約
を考えることも可能である．さらに，広範囲の重み付き最小シュタイナー木
を近似してから，それをいくつかの小さな領域に分割して，より細かな社会

的制約を加味して重み付き最小シュタイナー木を求めれば，広範囲の対象
領域に対して細かな社会的制約を加味した重み付き最小シュタイナー木を
近似できる． 

(20)ある事業が公共のために必要であることは理解しているが，自分の居住
地周辺で実施されることには反対する態度． 
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図－5 ユークリッド距離に対す

る𝜖の安定性 
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