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特異点は相転移やバンド接点など様々な物理過程に現れる。力学系においても作用の特異点と

それに付随する焦点集合(caustic)の近傍において普遍的な振る舞いが現れることが判明してきた。

焦点集合とは焦点近傍での光の強度分布に現れる普遍性を力学系に一般化した概念であり、ハミ

ルトン形式における作用 S の特異点に対応する観測量（光電子の運動量や高調波の周波数など）

を集めたものである。量子力学において焦点集合近傍での普遍性は以下の振動積分の中にある位

相 S の特異点のトポロジカルな性質から生じている。 

𝑓(𝑘) = ∫ 𝑔(𝑡) exp[𝑖𝑆(𝑡; 𝑘)] 𝑑𝑡.    (1)
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ここで t は時間、k はパラメーターであり観測量を示している。（本研究では光電子の終状態での

運動量）。フーリエ変換や散乱振幅も振動積分であり作用 S(t;k)は経路に沿った光や波動関数の位

相変化である。作用 S(t;k)の特異点 t0と焦点集合 k0は次式で定義される。 

𝜕𝑆(𝑡0, 𝑘0)

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑆(𝑡0, 𝑘0)

𝜕𝑡2
= 0.    (2) 

𝜕𝑆(𝑡0,𝑘)

𝜕𝑡
= 0は鞍点方程式であり、その解は古典的な経路に対応しており、焦点集合 k0 とは鞍点方

程式が重根を持ち、二つ以上の古典的経路が縮退する場所の事である。この場所では積分(1)の鞍

点法を用いた半古典的な漸近形は発散する。作用 S が R-k-確定するまでテイラー展開を行い、最

急降下法を用いて積分(1)を評価すると特異点の同値類(class)に固有な普遍的な分布構造が現れる。

再衝突過程においては long 軌道と short 軌道が縮退するため二重に縮退した焦点集合が存在して

おり、再散乱光電子[1]でも高次高調波発生[2]でもそのカットオフ近傍ではエアリー関数的な振る

舞いが現れる。この振る舞いはトポロジカル不変な性質であり力学系の詳細（ハミルトニアンの

形）にはあらわに依存せず、特異点の同値類(class)によって決まっている。本発表では再散乱過程

に現れる高次の焦点集合の近傍での振る舞いについても特異点理論を用いて考察を行う。 
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