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会場B

OS06 地盤力学における数値解析

OS06 地盤力学における数値解析 (1)[B-06]
座長:中井 健太郎(名古屋大学)
09:00 〜 10:15  会場B (1F 大会議室 102)

Quantification of the Contribution Ratio of DEM

Input Parameters on Granular Flow Simulations

*ショウ クンシン1、外里 健太1、野村 怜佳1、森口 周二
1、大竹 雄1、寺田 賢二郎1 （1. 東北大学）

   09:00 〜    09:15

[B-06-01]

粘着力を考慮した粒状体の非局所構成則の提案と

その適用性検証

*劉 暁東1、鈴木 涼平1、里見 知昭1、高橋 弘1 （1. 東北

大学）

   09:15 〜    09:30

[B-06-02]

重錘衝突実験・ DEM解析による落石防護土堤の

変形破壊挙動および内部挙動の把握

*木村 絢1、前田 健一1、磯合 凌弥1、近藤 慶亮1、中村

拓郎2、菅原 正則3、内藤 直人4 （1. 名古屋工業大学、2.

土木研究所寒地土木研究所、3. 株式会社構研エンジニア

リング、4. 豊橋技術科学大学）

   09:30 〜    09:45

[B-06-03]

(キーノート講演)Peridynamicsに基づく数値解析

における円柱供試体内の応力分布の評価

*福元 豊1、新保 泰輝2 （1. 長岡技術科学大学、2. 石川

工業高等専門学校）

   09:45 〜    10:15

[B-06-04]

OS06 地盤力学における数値解析

OS06 地盤力学における数値解析 (2)[B-07]
座長:渦岡 良介(京都大学)
10:30 〜 11:45  会場B (1F 大会議室 102)

フェーズフィールド法を用いた不飽和浸透流解析

*石黒 俊輔1、山田 正太郎1、京谷 孝史1 （1. 東北大学）

   10:30 〜    10:45

[B-07-01]

フェーズフィールド法を用いた気液二相流解析に

よる土の保水性試験のシミュレーション

*岩葉 柊志1、山田 正太郎1、京谷 孝史1 （1. 東北大学）

   10:45 〜    11:00

[B-07-02]

非 Darcy流れにおける透水性低下特性に関する数

値解析的検討

*一藤 亮太1、橘 一光1、野村 怜佳1、高瀬 慎介2、森口

周二1、寺田 賢二郎1 （1. 東北大学、2. 八戸工業大学）

   11:00 〜    11:15

[B-07-03]

(キーノート講演)三相系弾塑性有限変形解析

コードによる熱海市逢初川盛土崩壊の数値シ

ミュレーション

*吉川 高広1、野田 利弘1、中野 正樹1 （1. 名古屋大学）

   11:15 〜    11:45

[B-07-04]

OS06 地盤力学における数値解析

OS06 地盤力学における数値解析 (3)[B-08]
座長:福元 豊(長岡技術科学大学)
13:15 〜 14:15  会場B (1F 大会議室 102)

Energy-based evaluation of seismic responses

inside an embankment subjected to basal

subsidence in centrifuge shaking table model

tests

*ア スガ1、Pipatpongsa Thirapong1 （1. 京都大学）

   13:15 〜    13:30

[B-08-01]

波浪作用下にある海底地盤の変形解析における土

の弾塑性特性の重要性

*飯島 琢臣1、豊田 智大1、野田 利弘1 （1. 名古屋大学）

   13:30 〜    13:45

[B-08-02]

(キーノート講演)応答スペクトルが等しく継続時

間が異なる入力地震動による河川堤防の耐震性照

査

*中井 健太郎1、花田 優1、羽田野 純也1、野田 利弘1

（1. 名古屋大学）

   13:45 〜    14:15

[B-08-03]

OS06 地盤力学における数値解析

OS06 地盤力学における数値解析 (4)[B-09]
座長:野田 利弘(名古屋大学)
14:30 〜 15:45  会場B (1F 大会議室 102)

Characteristics of reduction factors for lateral

confining pressure of a benched slope in

centrifuge model tests

*陶 善之1、ピパットポンサー ティラポン1 （1. Kyoto

University）

   14:30 〜    14:45

[B-09-01]

Evolution process of toe sliding failure of a dip

slope model lying on a bedding plane with toe

support

*ウォンシャナ ポンサコン1、ピパットポンサー ティラ

ポン1 （1. Kyoto University）

   14:45 〜    15:00

[B-09-02]

三次元極限平衡理論に基づく広域斜面安定解析

*須郷 大地1、藤田 真粹1、外里 健太2、野村 怜佳1、森口

周二1、寺田 賢二郎1 （1. 東北大学、2. 八戸工業大学）

   15:00 〜    15:15

[B-09-03]
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不飽和斜面の浸透・破壊挙動を対象とした模型実

験とデータ同化解析の適用

*齋藤 健太1、Jayakody S.H.S2、上田 恭平2、渦岡 良介2

（1. 株式会社構造計画研究所、2. 京都大学）

   15:15 〜    15:30

[B-09-04]

地山掘削変位を用いた逆解析による地質境界面同

定の適用性確認

*鎌田 浩基1、山本 真哉1、青野 泰久1、多田 浩幸1、櫻井

英行1 （1. 清水建設株式会社）

   15:30 〜    15:45

[B-09-05]

2023年6月2日(金)

会場B

OS06 地盤力学における数値解析

OS06 地盤力学における数値解析 (5)[B-10]
座長:森口 周二(東北大学)
09:00 〜 10:15  会場B (1F 大会議室 102)

準静的変形問題に対する Energy-based Overset

Finite Element Method (EbO-FEM)の提案

*友部 遼1、Sharma Vikas2、木村 春里1、盛川 仁1 （1.

東京工業大学、2. 京都大学）

   09:00 〜    09:15

[B-10-01]

結晶層間の膨潤変形と内部構造劣化を考慮した膨

潤性岩盤の弾塑性モデルの有限変形化

*星 啓太郎1、山田 正太郎1、阿部 悠太1、京谷 孝史1

（1. 東北大学）

   09:15 〜    09:30

[B-10-02]

弾性地盤の有限変形に伴う接線剛性マトリクスの

固有値変化に着目した座屈褶曲の波長決定因子の

解明

*豊田 智大1、野田 利弘1、大西 和也2 （1. 名古屋大

学、2. 東京電力）

   09:30 〜    09:45

[B-10-03]

速度型 Space-Time有限要素法による ALE大変形

解析

*清水 紫媛1、藤澤 和謙1、Sharma Vikas1 （1. 京都大

学）

   09:45 〜    10:00

[B-10-04]

流体遷移を考慮した粒状体流れの構成則を用いた

MPM土砂流動解析

*木村 凌一1、飛彈野 壮真1、潘 紹元1、菅井 理一1、森口

周二1、寺田 賢二郎1 （1. 東北大学）

   10:00 〜    10:15
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OS06 地盤力学における数値解析

OS06 地盤力学における数値解析 (1)
座長:中井 健太郎(名古屋大学)
2023年6月1日(木) 09:00 〜 10:15  会場B (1F 大会議室 102)
 

 
Quantification of the Contribution Ratio of DEM Input Parameters on
Granular Flow Simulations 
*ショウ クンシン1、外里 健太1、野村 怜佳1、森口 周二1、大竹 雄1、寺田 賢二郎1 （1. 東北大学） 

   09:00 〜    09:15   

粘着力を考慮した粒状体の非局所構成則の提案とその適用性検証 
*劉 暁東1、鈴木 涼平1、里見 知昭1、高橋 弘1 （1. 東北大学） 

   09:15 〜    09:30   

重錘衝突実験・ DEM解析による落石防護土堤の変形破壊挙動および内部挙
動の把握 
*木村 絢1、前田 健一1、磯合 凌弥1、近藤 慶亮1、中村 拓郎2、菅原 正則3、内藤 直人4 （1. 名古屋工

業大学、2. 土木研究所寒地土木研究所、3. 株式会社構研エンジニアリング、4. 豊橋技術科学大学） 

   09:30 〜    09:45   

(キーノート講演)Peridynamicsに基づく数値解析における円柱供試体内の応
力分布の評価 
*福元 豊1、新保 泰輝2 （1. 長岡技術科学大学、2. 石川工業高等専門学校） 

   09:45 〜    10:15   
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粘着力を考慮した粒状体の非局所構成則
の提案とその適用性検証

A nonlocal constitutive law for granular material considering cohesion force
and its applicability verification

劉暁東 1) 鈴木涼平 2)里見知昭 3) 高橋　弘 4)

Xiaodong Liu, Ryohei Suzuki, Tomoaki Satomi and Hiroshi Takahashi

1)工博東北大学大学院環境科学研究科　特任助教（〒 980-8579宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-20, E-mail:
xiaodong.liu.c3@tohoku.ac.jp)

2)東北大学大学院環境科学研究科（〒 980-8579宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-20, E-mail:
ryohei.suzuki.r6@dc.tohoku.ac.jp）

3)工博東北大学大学院環境科学研究科　助教（〒 980-8579宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-20, E-mail:
tomoaki.satomi.c6@tohoku.ac.jp)

4)工博東北大学大学院環境科学研究科　教授（〒 980-8579宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-20, E-mail:
hiroshi.takahashi.b3@tohoku.ac.jp )

To realize automation and robotization technologies in the construction industry, it is very important to
develop an appropriate constitutive law to predict the deformation behavior of soil and to evaluate the inter-
action between a construction machine and the ground it is working on. In this study, a nonlocal continuum
constitutive law for granular material which considering cohesion force is proposed, and this model is im-
plemented in the material point method in the framework of finite strain theory. The applicability of the
model is also verified by presenting ground excavation simulations and experimental results.
Key Words : Granular Material, Nonlocal Constitutive, Material Point Method, Finite Strain, Exca-

vation Simulation, Experiment

1. 緒言
近年，建設業界において人手不足問題の解決や作業
環境危険性の低減、作業効率の向上などを目的として，
現場作業の自動化やロボット化技術が注目されている．
また，人が近づくことが困難な災害現場に対して，応
急復旧を迅速に実施するための協働AIロボット技術の
開発が進んでいる [1]．これらの技術を実現するために，
建設ロボットと作業対象である地盤との相互作用を正
確に予測し，安全性を確保することが非常に重要であ
る．例えば，地滑りや河道閉塞などの災害地において，
応急復旧ロボットの安全な走行を確保しておかないと，
建設ロボットが災害地の軟弱地盤で立ち往生する危険
性がある．建設ロボットの安全性を確保するために，高
橋ら [2]がバケットおよびブレードによる地盤を掘削し
た際の掘削抵抗力から地盤強度（コーン指数）を推定
する手法を提案し，建設ロボットの行先の走破性を判
断する研究を行っている．建設現場における作業の自
動化やロボット化に向けて，建設ロボットと地盤との
相互作用を正確に評価および地盤の力学挙動を正確に
予測することができれば，より効率的かつ的確な自動
化作業に貢献できると考えられる．地盤を構成する土
は粒状体であり，地盤の力学特性を正確的に評価する
ため，粒状体に対する適切な構成則の構築がカギとな
る．現在，多くの研究が進行中であり，将来的により
正確で信頼性の高い粒状体の構成則が開発されること

が期待されている．本研究では，粒子間の粘着力を考
慮した新たな非局所構成則を提案し，有限変形理論の
枠組でこのモデルを物質点法に実装する．また，提案
した数値解析手法を用いて，力学特性が異なる地盤に
対するブレード掘削シミュレーションと実験結果を示
すとともに，そのモデルの適用性を検証する．

2. アプローチ
(1) 粘着力を考慮した NGFモデルの提案
粒状体である土は，粒子の集合体としての変形挙動
が極めて複雑である．粒状体に対する構成則の研究が
長年にわたって進められてきたが，依然として様々な
課題が残っている．例えば，粒子の粒径分布による影響
や応力状態による相転移現象や速度の依存性など非線
形力学特性が挙げられる [3,4]．また，従来の粒状体に
対する構成則はほとんど局所的なモデルであり，粒子
同士の相互作用を十分に表現できない，粒子システム
全体の挙動を正確に予測することが困難である．これ
らの問題を解明するために，Henannら [5]は Nonlocal
Granular Fluidity (NGF)と呼ばれる非局所構成則を提案
している．NGFモデルは比較的に高度な粒状体の構成
則であり，粒子同士の非局所的相互作用を考慮するこ
とで，粒状体の様々な非線形挙動を正確に表現するこ
とができる．しかしながら，NGFモデルは乾燥状態の
粒状体を対象としているため，湿潤状態の粒状体に存
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在する粘着力の影響を考慮していない．本研究は，異
なる含水状態の地盤を取扱うために，粘着力を考慮し
た拡張 NGFモデルを提案する．ここに紙面の都合で，
NGFモデルの基本な物理量を簡潔に説明し，これに基
づいて新たな NGFモデルの支配方程式を提示する．
まず，Henannらが提案した NGFモデルには粒状体
流動性 (granular fluidity)を表すスカラー変数 gを導入
されている．変数 gと塑性せん断ひずみ速度 γ̇pと応力
比 µ (µ = τ/p，τはせん断応力，pは平均応力)の関係
は式 (1)で与えられる．

g = γ̇p/µ　 (1)

また，Ginzburg–Landauの相転移理論に従い，変数 gを
秩序パラメータとして，粗粒自由エネルギー (coarse-
grain free energy)は式 (2)であると仮定する．

ϕ(g) = Cρsd2

1
2

(µs − µ) g2 +
1
3

b

√
ρsd2

p
µg3

 (2)

ここに，C、ρs、dはそれぞれ正の無次元プレファクター、
平均粒径、粒子密度である．µs は準静的な状態におけ
る限界応力比（静的摩擦係数）である．b は正の無次
元材料パラメータであり，NGFモデルにおいては b =
(µ2 − µs)/I0で与えられる．µ2は材料のレオロジーを表
す定数のパラメータであり，応力比の最大値である．I0

はひずみ速度の依存性を表すパラメータである．

図–1 granular fluidity gに関する自由エネルギー [5]

図–1に示すように，granular fluidity変数 gに関する
自由エネルギー ϕ(g)は限界応力比 µsを境に関数の特性
が異なる．言いかえれば，自由エネルギー関数 ϕ(g)の性
質が係数 (µs − µ)の符号によって異なる．この性質を用
いて，粒状体の固相状態（µ ≤ µs）と液相状態（µ > µs）
の相転移現象を記述することができる [5]．また，物質
の変形と運動に費やされるエネルギーは変数 gの変化
率に依存するだけではなく，gの勾配にも依存すると仮
定するとこで，仮想仕事率の原理に基づいて，変数 gの
時間発展則が式 (3)に示すように得られる．

t0ġ = A2d2∇2g − (µs − µ) g − b

√
ρsd2

p
µg2 (3)

ここに，t0は定数の時間スケールである．Aは非局所振
幅と呼ばれ，非局所的効果を表す無次元材料パラメー
ターである．
以下は前文で述べたように，粘着力を考慮した拡張

NGFモデルを提案する．上記の Henannらの考え方に
倣い，粘着力 cを考慮した粗粒自由エネルギー ϕ′(g) は
式 (4)のように仮定する．

ϕ
′(g) = Cρsd2

1
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(
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c
p
− µ

)
g2 +

1
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b

√
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p
µg3

 (4)

そして，文献 [5]に示す定式化方法に従い，変数 gに関
する時間発展則は以下のように求められる．

t0ġ = A2d2∇2g −
(
µs +

c
p
− µ

)
g − b

√
ρsd2

p
µg2 (5)

そして，定常状態（ġ = 0）の場合，変数 gに関する微
分方程式が式 (6)になる．

∇2g =
1
ξ2

(
g − gloc

)
(6)

ここで，ξと gloc については，

ξ(µ) =
A d√

|µ − c/p − µs|
(7)

gloc =


√

p
ρsd2

µ − c/p − µs

bµ
, µ ≥ µs + c/p

0, µ < µs + c/p
(8)

である．以上が粘着力 cを考慮した拡張 NGFモデルで
あり，c = 0の時に，文献 [5]に示す方程式に帰着する
ことを確認できる．

(2) 有限変形理論に基づく 3次元モデルの実装
前節において，NGFモデルの諸物理量および支配方
程式を説明したが，本節では，文献 [6,7]に基づき，有
限変形理論の枠組で(1)節で提案したNGFモデルにおけ
る諸物理量を３次元のモデルに拡張し，計算手順を簡
潔に記述しておく．

有限変形の枠組で３次元NGFモデル諸物理量のまとめ
まず，式 (9)に示すように，変形勾配テンソル Fを弾
性部分 Fe と塑性部分 Fp に乗算分解する．

F = FeFｐ (9)

変形勾配を更新するために，変形勾配の変化率 Ḟは式
(10)により与えられる．

Ḟ = LF (10)

Lは速度勾配テンソルである．また，弾性変形勾配テ
ンソル Fe は回転テンソル Re と右ストレッチテンソル
Ue によって式 (11)に示すように極分解できる．

Fe = ReUe (11)
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右ストレッチテンソル Ue を用いて，Hencky弾性ひず
み Ee が次式で求められる．

Ee = ln Ue (12)

一般化フックの法則によって，Mandel応力MeがHencky
弾性ひずみを用いて式 (13)によって計算される．

Me = C : Ee = 2S Ee
0 + B

(
tr Ee) I (13)

ここに，C は四階弾性テンソルである（C = 2S [I −
(1/3)I ⊗ I] + BI ⊗ I）．S と B はそれぞれせん断弾性
係数と体積弾性係数であり，Iと Iはそれぞれ四階恒等
テンソルと二階恒等テンソルである．Ee

0 は Hencky弾
性ひずみの偏差部分を表す．そして，相当せん断応力
τ，平均応力 p及び応力比 µは以下のように求められる．

τ =
√

Me
0 : Me

0/2, p = − tr Me/3, µ = τ/p (14)

Me
0 はMandel応力の偏差部分を表す．また，内力を計
算するために，Cauchy応力Tを用いられる．Cauchy応
力 Tは式 (15)により求められる．

T = J−1ReMe(Re)T (15)

ここに J = det Fである．

計算手順
有限変形理論の枠組で３次元のNGFモデルの計算手順
は以下の通りである．
• Data : S , B, ϕ, µs, µ2, A, t0, d, I0, ρs

• Input : Ln+1, F
p
n,∇2gn, gn, pn, µn

• Output : Tn+1, F
p
n+1, gn+1, pn+1, µn+1

（ϕは体積分率であり，かさ密度 ρ = ϕρs である．）

1. 変形勾配及びひずみ量の更新
Fn+1 = (I + ∆tLn+1) Fn

Fe
tr = Fn+1Fp,−1

n

Ee
tr = ln

(
Ue

tr
)

2. 試行応力の計算
Me

tr = 2S Ee
0,tr + B tr Ee

trI

pn+1 = ptr = − tr Me
tr/3

τtr =
√

(Me
0,tr : Me

0,tr)/2

Np
tr = Me

0,tr/(
√

2τtr)

3. 変数 g及び応力の更新
gn+1 = gn + ∆tġ

τn+1 =
τtr pn+1

pn+1 + S∆tgn+1

Me
n+1 = Me

tr −
√

2 (τtr − τn+1) Np
tr　

Tn+1 = J−1Re
tr Me

n+1Re,T
tr

µn+1 = τn+1/pn+1

4. 塑性変形量の更新

γ̇
p
n+1 = µn+1gn+1

Lp
n+1 =

1
√

2
γ̇

p
n+1Np

tr

Fp
n+1 =

(
I + ∆tLp

n+1

)
Fp

n

なお，以上に示す計算手順が MLS-MPM (Moving
Least Squares Material Point Method ) に実装しており，
実装の詳細については文献 [6,8]を参照されたい．

3. 解析例
(1) 解析条件及びパラメータの設定
本稿は砂質地盤を想定しており，室内の実験では珪
砂６号を用いた．数値シミュレーションでの土槽とブ
レードの寸法及び掘削条件が室内の掘削実験 [2]と同じ
ように設定されている．ブレードの幅は 50 mm，高さ
は 60mmである．また，掘削の際にブレードが地盤表
面となす角度は 90◦，掘削深さは 10 mm，掘削距離は
150mmである．シミュレーションでブレード前進の速
度は 0.02m/sと設定した．NGFモデルに使った解析パ
ラメータは表– 1に示す．

表–1 NGFモデルの解析パラメータ
S [MPa] B [MPa] ρs [kg/m3] d [mm] t0 [s]

5.8 12.5 2583 0.3 1e-4, 1e-6

A I0 µs µ2 c [Pa]
0.48 0.278 0.7 0.96 0, 600

ここに，乾燥状態（含水比 0%）の砂に対するパラ
メータが文献 [6]に提示したパラメータを参照した．な
お，砂の体積分率 ϕは 0.67と設定した．また，湿潤状
態の砂については，砂粒子間の粘着力が一般的に 400
Pa ∼ 700Paであると報告されている [9]ので，ここに
湿潤状態（含水比 10%）の砂に対して粘着力を 600 Pa,
t0 =1e-6と設定した．

(2) シミュレーションの結果及び考察
粘着力がない時の乾燥状態におけるブレード掘削シ
ミュレーション及び実験の結果を 図– 2 に示す．図の
(a)、(b)、(c)は粒子速度の分布を示しており，それぞれ
全体の斜視図、局部の平面図および局部の中央断面図で
ある．(d)は中央断面における granular fluidity変数 gの
分布である．(e)は室内の模型実験の様子である．図–2
に示すように，掘削された土砂が砂の安息角に近い傾
斜面まで堆積し，斜面の傾斜が安息角を越えると溜まっ
てきた土砂が表面から崩れ落ちる現象が見られる．．ま
た，中央断面図 (c) を見ると，一定の形と保ちつつ掘
削方向に流れていくような様子を観察できる．さらに，
図–2の (d)を見ると，granular fluidity変数 gが地盤の破
壊面に沿って激しくなることが見られる．これは破壊
面における塑性変形率が大きいであることを示唆して
いる．シミュレーションの結果と実験の様子がほぼ一
致すると確認できる．また，粘着力がない地盤に対し
て，掘削する際にブレードに作用する抵抗力を図– 3に
示す．掘削の進展と伴い，掘削抵抗力が安定の値まで
増加すると見られる．シミュレーションでの掘削抵抗
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図–2 粘着力がない時の掘削シミュレーション
及び実験の様子

力が実験の結果に比べてやや大きくなるが，概ね一致
していると確認できる．

図–3 粘着力がない時の掘削抵抗力

粘着力がある時の湿潤状態におけるブレード掘削シ
ミュレーション及び実験の結果を 図–4 及び 図–5に示
す．図–4の (a)、(b)、(c)は掘削時間 t = 3s時の粒子速
度の分布であり，それぞれ全体の斜視図，局部の平面
図及び局部の中央断面図である．乾燥状態の掘削様子
とは異なり，粘着力の効果で掘削された土砂が急斜面
まで堆積することができる．
図–5の上から下まで，それぞれ中央断面におけるgran-

ular fluidity変数 gの分布，相当せん断塑性ひずみ速度

0
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0
.0
2
5

速
度
(m
/s
)

(a)

(b) (c)

図–4 粘着力がある時の掘削シミュレーション

γ̇pの分布及び実験の様子であり，図の左から右までは，
それぞれ掘削時間 t = 3s, 4s, 5sに対応している状態で
ある．変数 gと相当せん断塑性ひずみ速度 γ̇pが高い相
関性を示しており，これは γ̇p = µgの関係があるから
と推定できる．掘削時間の進行と伴い，せん断破壊に
至るまでに溜まってきた土砂が一気に崩れ落ちる現象
が，シミュレーションと実験両方とも観察される．
また，粘着力がある時の湿潤状態におけるブレード
に作用する抵抗力を図–3に示す．乾燥状態における掘
削抵抗力は約 1Nに対して，湿潤状態では粘着力の効果
で，掘削抵抗力は約 6Nである．抵抗力の振幅も大きく
なることが見られる．シミュレーションの結果と実験
の結果がよく一致していると確認できる．

4. 結言
本研究は粘着力を考慮した新たな NGF (Nonlocal

Granular Fluidity) モデルを提案し，このモデルを地盤
大変形解析に適用できる物質点法に実装した．本研究
より得られた知見を以下にまとめる．
• 提案した数値解析手法を用いて，乾燥状態と湿潤
状態の砂質地盤を対象にブレード掘削シミュレー
ションを行い，シミュレーションの結果と室内模
型実験の結果の比較を通じて，開発した数値解析
手法有効性と妥当性を確認できた．

• 乾燥状態と湿潤状態の砂質地盤が掘削された際に
変形挙動の違いを表現でき，粘着力の効果によっ
て掘削抵抗力が大きくなり，抵抗力の振幅も大き
くなる．

• 拡張したNGFモデルは地盤の力学挙動や機械との
相互作用を正確に理解するのに役立ち，ブレード
掘削過程に対する定量的な評価が可能である．

また，今後の展望としては，本研究で提案されたモデ
ルはおよび解析手法により，地すべりや崩壊などの現
象の発生メカニズムを解明することが可能であり，自
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図–5 粘着力がある時のブレード掘削シミュレーションの内部変数の分布及び実験の様子

図–6 粘着力がある時の掘削抵抗力

然災害の影響を予測およびリスクを評価する手法にな
ると期待できる．
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グラント番号【JPMJMS2032】の支援を受けたものであ
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A rockfall protective soil embankment is one of the rockfall countermeasure work with excellent 
workability and economy, but a performance design method has not yet been established. In this study, 
we conducted a medium weight-impact test and reproducible analysis using the discrete element method 
for the purpose of the rockfall trapping performance and destructive performance of rockfall protective 
soil embankment. As a result, propagation of stress propagating inside soil embankment is important in 
understanding internal behavior of a soil embankment. 
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1． はじめに 

近年，我が国では集中豪雨や大地震など自然災害の激

甚化に伴い大規模な落石災害の発生リスクが高まってい

る．落石災害は人命に直接関わるとともに，交通網の寸断

等により地域経済に大きな影響を及ぼす．これらの被害

を最小限に抑えるため，合理的な落石対策工の実施が求

められている．そこで，経済性，施工性，維持管理性に優

れた落石防護土堤（以下，土堤と示す）に着目する． 

落石対策便覧[1]において土堤は土のみで構成され，道路

側方に平坦な余地がある場合に用いられ，土砂材料の確

保が容易な場合，経済性，施工性，維持管理性に最も優れ

た落石対策工となり得る．しかし，同便覧には土堤の落石

エネルギーの吸収・消散メカニズムについて定量的評価

がなされておらず，未だ性能設計法は確立されていない． 

以上の背景より，本研究では土堤の落石捕捉性能とそ

の破壊性状を確認することを目的に，実規模の1/2スケー

ルの縮小模型（以下，中型模型）を対象とした重錘衝突実

験及び個別要素法による再現解析を実施した．再現解析

は著者らがこれまでに実施してきた2次元個別要素法（以

 
図-1 実験風景写真 

 
 

 
図-2 実験概要図 
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下，2D-DEMと示す）[2,3]を用いた． 

2． 実験結果及び考察 

(1) 実験概要 

図-1，2に実験風景写真及び実験概要図を示す．本実験

は重錘を門型フレームに吊るし，4.9t吊クローラークレー

ンで所定の位置まで釣り上げた後，重錘に取り付けた着

脱装置を外すことで振り子運動により中型土堤に衝突さ

せた．振り子運動の回転中心点は衝突面側の土堤模型法

肩と一致させており，土堤中心を通過する際に重錘重心

が土堤底面から高さ0.5mとなるよう回転半径を設定した．

図-3，表-1に実験に使用した重錘（EOTA[4]型重錘）およ

び形状寸法を示す．試験体は，基層部と実規模の1/2スケ

ールを想定した土堤部で構成される中型模型とした．土

堤の形状寸法については，土堤高さは1.0m，天端幅は0.2m，

土堤延長を4.6mとした．また，法勾配は以下をもとに1:1.2

と設定した． 1)落石対策便覧に記載される一般値

1:1.0~1:1.5を目安とすること，2)今回の土堤実験にて得ら

れた材料試験結果を用いた盛土安定計算においてすべり

安全率1.2を確保可能な勾配とすること，である．なお，

天端幅については中型土堤換算にして通常は0.5m以上で

施工されるが，土堤の変形，破壊性状を検討するために

0.2mと設定した．基層部は基層部底面の影響が生じない

よう堅固なコンクリート基礎の上に山留材を配置して砂

を充填し，土堤部はその上に構築した．試験体の構築に際

して，基層部は厚さ0.3m毎に，土堤部は0.25m毎に砂を敷

き均し，振動締固め機を使用して成形した．構成材料には，

基層部，土堤部ともに埋砂・路盤用の砂を用いた． 

表-2に実験に使用した土堤材料の物性値一覧を，表-3

に実験ケース一覧を示す．実験は重錘の落下高さを4~7m

に変化させた計3ケースを実施した．表中のケース名に関

して，Iに付随する数字が落下高さを表している．表中に

は重錘挙動の計測に使用した高速度カメラによる画像解

析から算出した重錘の速度を記載している． 

(2) 計測項目 

本実験の計測項目は重錘挙動，実験後の土堤法面及び土

堤断面の変状とした．重錘挙動は高速度カメラで撮影し

た画像（500fps）からPTV（Particle Tracking Velocimetry）

解析により重錘重心の座標を算出し，重錘の軌跡及び速

度を算出した．ただし，画像解析から算出したデータは土

堤に衝突した際に飛散した土粒子や太陽光の反射により

ターゲットが隠れてしまうことが原因でノイズが大きく

なってしまった．そこで，速度から算出するデータに関し

ては7word（14ms）の矩形移動平均処理を施している． 

土堤断面の変状は実験終了後に載荷方向と平行に土堤

断面を掘削することにより土堤内部状態を観察した．断

面観察を補助するために，土堤構築時に直径25mmの鋼棒

を基層部の深さ30cmまで貫入することで削孔し，着色砂

を充填した．なお，着色砂は土堤中心を基準に載荷方向に

250mm間隔で計9本埋設した． 

(3) 重錘重心の軌跡図 

図-4に重錘重心の軌跡を，図-5に各事象の発生時刻を

示す．軌跡図は重錘衝突面側の土堤法面を原点としてお

り，実線にて土堤形状を，破線にて重錘半径分のオフセッ

トラインを示す．重錘進行方向はグラフ右方向である．ま

た，プロットにて各事象の座標を示す．3ケースとも土堤

表-1重錘形状寸法

 

 
図-3 EOTA 型重錘 

 

表-2 土堤材料の物性値一覧 

 
 

表-3実験ケース一覧 

 
 

 
図-4 重錘重心の軌跡図 

 

 
図-5 各事象の発生時刻 

 

質量

M（kg）
一辺の長さ

D（m）

234.5 0.5

項目 単位 試験結果

地盤材料の分類名 - 分級された砂

分類記号 - SP

土粒子の密度 g/cm
3 2.690

60%粒径D 60 mm 0.276

均等係数U c - 1.83

最大乾燥密度ρ dmax g/cm
3 1.413

最適含水比 % 25.4

実験時含水比 % 9.5

ケース名

落下

高さ
（m）

時刻

(ms)

水平

速度
(m/s)

鉛直

速度
(m/s)

合成

速度
(m/s)

時刻

(ms)

水平

速度
(m/s)

鉛直

速度
(m/s)

合成

速度
(m/s)

I-4 4 0 8.90 -1.05 8.96 72 2.26 1.89 2.94

I-6 6 0 10.56 -1.09 10.61 80 2.48 2.12 3.27

I-7 7 0 11.70 -1.29 11.77 76 2.45 2.08 3.21

実験ケース 土堤衝突時 最大貫入時

-0.5 0 0.5 1.0 1.5
0

0.5

1.0

1.5

水平方向（m）

鉛
直
方
向
（

m
）

 I-4
 I-6
 I-7

最大貫入時 最大到達高さ時
貫入終了時 最大水平到達時

0
0

100

200

300

400

500

600

時
間
　

t （
m

s ）

I-4
I-6
I-7

最大貫入時 最大到達高さ時
貫入終了時 最大水平到達時

※I-6は貫入中に停止したため，貫入終了時刻はなし
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衝突後，重錘は土堤法面に貫入しながら法面上をかけ上

がる挙動を示した．図-5よりI-4，I-6では最大水平距離に

達した後，I-7では最大到達高さに達した後に停止し，捕

捉された． 

(4) 土堤衝突面，非衝突面の変形性状 

図-6，表-4に重錘衝突後の衝突面，非衝突面の変形範囲

とその寸法を示す．また，図には変形範囲及びひび割れを

破線にて示す．衝突面側の変形幅は530~570mm程度であ

り，いずれのケースでも重錘径と同程度となっている．衝

突痕長さは落下高さの増加に伴い，大きくなっているこ

とが分かる．非衝突面側の変状を見ると土堤天端の変形

及び法面中腹にひび割れが発生している．I-6，I-7の天端

には盛り上がりが見られた．これはI-6，I-7では重錘が天

端付近までかけ上がったことから，耐力の小さい天端部

分を押し抜いたと考えられる．以降，塊として変形した天

端部分を土塊として表現する．また，I-6，I-7の天端付近

の変形範囲は横幅がそれぞれ1000~1200mm程度であり，

衝突面側の約2倍となることから，非衝突面に変形が伝わ

る過程で土堤延長方向に変形範囲が広がっていたと推察

される．また，I-4，I-7はひび割れの発生位置及びひび割

れ長さがおよそ等しいが，I-6はI-4，I-7と比較してひび割

れの発生位置が鉛直高さにして約20cm低く，ひび割れ長

さが約30cm小さくなっている．この要因として，土堤を

段階施工した際の水平継ぎ目に沿って荷重が伝播し，ひ

び割れの発生位置に差が生じた可能性が挙げられる． 

(5) 土堤断面の変状 

実験終了後に掘削した土堤断面状況を図-7に示す．な

お，断面の崩壊を防ぐため，掘削時には10~15cmごとに段

切りを行った．断面画像は掘削中に定点カメラで撮影し

た画像を重ね合わせたものである．図中に示す黄色矢印

はせん断していた着色砂の発生箇所及び向きを表してい

る．白破線で想定されるすべり線を，緑破線で衝突痕の変

形範囲を，水色破線で埋設時の着色砂位置を表している．

 
図-6 土堤衝突面，非衝突面の変状 

 
表-4 土堤法面の変状寸法 

 
 

 
（a）I-4 

 
（b）I-6 

 
（c）I-7 

図-7 土堤断面状況（実験状況） 

I-4 I-6 I-7

横幅 568.0 529.0 542.6

長さ 966.8 1060.6 1141.3

深さ 150 130 130

横幅 525.6 986.3 1223.0

長さ 181.1 464.5 456.7

盛り上がり高さ - 120 180

ひび割れ長 468.0 236.7 439.7

非衝突面

（mm）

衝突面

（mm）
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加えて，赤線で土堤衝突時の重錘位置を，黄色プロットで

土堤背面に発生していたひび割れ位置を示す．さらに，着

色砂には図左側から（1）～（9）の通し番号を付けている． 

3ケースとも（2）～（5）の着色砂には細かいせん断が

他の着色砂より多く，（2）～（6）の着色砂までほぼ水平

方向に想定すべり線が伸びていることが読み取れる．重

錘接触面の上端aと下端bの間の高さから想定すべり線が

伸びていることから，重錘接触面を始点としてせん断及

び想定すべり線が形成されていると推察される．また，想

定すべり線は（5）～（6）の着色砂まで水平方向に進展し

ているが，非衝突面側ひび割れまで続くせん断は確認で

きない．また，（2）-（3），（3）-（4）間の着色砂の間

隔が狭まっていることから，衝突部付近では圧縮変形が

発生していると考えられる．これらより，本実験において

土堤内部のせん断や圧縮による塑性変形は衝突部付近か

ら土堤中央部までの範囲にわたり生じ，土堤背面では塑

性変形が確認されないことが分かった． 

3． 2D-DEMを用いた土堤の変形破壊挙動の把握 

(1) 数値解析概要 

図-8に解析概要図を示す．2D-DEMによる再現解析は既

往の研究で用いられてきたモデル[2]をベースに実施した．

土堤の断面形状及び基層は実験と同じ条件としている．

表-5に解析パラメータを示す．解析パラメータは既往研

究[2]を参考に最大粒径が重錘径（0.5m）の1/10以下が望ま

しいとした既往研究を参考に，最大粒径が重錘径の1/（20

√2）となる0.01768mとし，最小粒径は最大粒径の1/2とし

た．最大粒径の調整は，本実験と同条件の土堤を用いて実

施した静的載荷実験[5]結果の荷重を概ね再現可能な値と

して設定した．図-9に実験と解析結果の荷重-貫入量関係

を示す．図より，最大荷重及びそれ以降に荷重が一定値で

推移する際の荷重である終局荷重を概ね再現しているこ

とが確認された． 

本実験における土堤材料の限界自立高さが1.3mであっ

たことを踏まえ，本解析パラメータにおけるボンド強度

と水平地盤の限界自立高さの関係（図-10）を算出し，ボ

ンド強度を2.42×106Paと設定した．さらに，ボンド強度と

粘着力の関係を既往研究[3]にならい算出し，図-11の様な

関係が成り立つことが分かった．これより，本解析におけ

る粘着力は約3kPaである．また，解析時の重錘速度は表-

3に示す速度を使用した． 

(2) 2D-DEMを用いた土堤の変形破壊挙動及び内部挙動

の検討 

図-12，図-13に土堤衝突から10msごとの土堤断面図，

応力分布図，粒子速度図を示す．（a）土堤断面図は実験

時に埋設した着色砂の配置を参考に格子状に粒子を着色

し，せん断の発生箇所を黄矢印で示した．せん断は目視に

より，着色砂の格子点付近で斜めに変形している箇所と

した．また，実験結果の画像と同様に通し番号を配置した．

（b）応力分布図における応力は平均主応力を表している．

 
図-8 2D-DEM 解析概要図 

 

表-5 解析パラメータ一覧 

 
 

 
図-9 静的載荷実験における荷重-貫入量関係 

 

 
図-10 ボンド強度と自立高さの関係 

 

 
図-11 ボンド強度と粘着力の関係 

パラメータ 記号（単位） 設定値

最大粒径D max 0.01768

最小粒径D min 0.00884

平均粒径D 50 0.01326

粒子の密度 ρ s (kg/m3) 2650

法線方向ばね定数 k n (N/m) 2.0×107

接線方向ばね定数 k s (N/m) 5.0×106

粒子間摩擦角 φ u（deg.） 25

減衰定数 h 1.0

ボンド直径 D b (m) 0.00884

ボンド強度 s b  (Pa) 2.42×106

D (m)

Ave:
14.8kN

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

10

20

貫入量（m）

静
的
載

荷
（

kN
）

　解析
　実験17.7kN

20.6kN

Ave:
12.7kN

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

ボンド強度（MPa）

自
立
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さ
（

m
）

y = 0.2053x2+0.0398x
R2=0.9964

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
0
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2.0

3.0

4.0

5.0
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力
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a）

y = 0.4633x2+0.0904x
R2=0.9964
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（c）粒子速度図には衝突前の土堤形状を白線で記載して

いる．また，図-7より実験終了後の土堤断面において重錘

接触面下端の高さに伸びている想定すべり線の位置と同

様な箇所に見られる図-12上での速度差が大きい箇所を，

水平にせん断された線として白破線で記載している． 

図-6より実験終了後の土堤断面において，重錘衝突部

から土堤中央までの（2）～（6）の着色砂に細かいせん断

が他の着色砂より多く見られた要因を解析結果から考え

る．図-12，13（a）より土堤断面図を見ると10ms～40ms

にかけて（1）～（3）の着色砂にせん断が発生しており，

解析結果においても衝突部付近から土堤中央部までにせ

ん断が発生しやすいことが確認された． 

ここで，せん断の発生メカニズムについて検討する．図

-12，13（b）より応力分布図を見ると衝突直後から20ms

までは重錘の衝突面から扇状に応力が伝播している．一

方で30ms以降では天端方向への応力の伝播が減少し，水

平方向および基層部に向かって伝播している．図-12，13

（c）より粒子速度図を見ると，衝突直後から20msにかけ

て重錘衝突部周辺では土粒子が放射状に広がるように速

度を有していることが分かる．その拡散性状は応力の伝

播性状と同様である．この時，図-13に示すように速度ベ

クトルが発生している場所によってその速度差が大きく

なっており，大きなせん断ひずみ速度が発生していると

考えられる．このことから重錘衝突直後の応力が扇状に

伝播すること，土要素に大きなせん断ひずみ速度が発生

することでせん断箇所が形成されたと考えられる． 

次に，衝突部付近から土堤中央部までにせん断が発生

しやすいことについて検討する．図-13（c）より衝突直後，

赤線で示される150kPa程度の応力が衝突部付近において

集中的に発生し，30msで土堤中央部にまで応力が伝播し

ている．時間が経過するにつれ，土堤内部を伝播する

150kPa程度の高い応力の分布は減少する傾向にあること

が読み取れる．これは，大きなせん断ひずみ速度が発生す

ることでせん断が形成され，塑性変形によるエネルギー

減衰が生じるために土堤内部を伝播する応力が小さくな

ったと考える．つまり，重錘衝突直後，150kPa程度の高い

応力は衝突部付近から土堤中央部まで伝播するが，せん

断が発生することでその高い応力は減少し，土堤背面で

はせん断を発生させるだけのせん断ひずみ速度を有して

いない状態になったと推察される． 

 
（a）土堤断面図 （b）応力分布図 （c）粒子速度図 

（1）I-4 

（a）土堤断面図 （b）応力分布図 （c）粒子速度図 

（2）I-6 

 
（a）土堤断面図 （b）応力分布図 （c）粒子速度図 

（3）I-7 
図-12 土堤変形挙動 

 

 
（a）土堤断面図 （b）応力分布図 （c）粒子速度図 

図-13 土堤変形挙動の拡大図（図-11より I-4，10ms） 
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さらに，応力分布図と粒子速度図に着目し，比較する．

3ケースとも30ms，40msにおいて応力の分布している範囲

と粒子が速度を有している範囲に差が生じていることが

分かる．特に，天端付近において30ms以降では天端方向

への応力の伝播が減少している一方，粒子は天端方向に

も速度を持って移動していることが分かる． 

ここで，図-14にI-7の40msにおける粒子速度図に応力分

布図領域を重ねた図を示す．図より，応力が伝達していな

い範囲の粒子が速度を有していることが読み取れる．こ

れは，速度差すなわち速度勾配が小さい領域では応力が

小さく，速度勾配が大きい領域では応力が大きくなるた

めである．速度勾配が大きく，ある程度の応力が分布して

いる範囲は土粒子が動くことなく貫入に抵抗していると

考えられる．したがって，重錘衝突が進行するにつれて，

重錘の衝突部より上方では土塊が移動してエネルギー減

衰するのに対し，土堤背面の土粒子は貫入に抵抗してい

ると考える． 

4． まとめ 

本研究では土堤の落石捕捉性能の耐荷性能や破壊性状

を確認することを目的に，実規模の1/2スケールの中型模

型を対象とした重錘衝突実験及び個別要素法による再現

解析を実施した．得られた知見は以下の通りである． 

1) 実験終了後の土堤断面より着色砂には細かなせん

断が見られた．せん断の発生メカニズムとして，重

錘衝突直後の応力が扇状に伝播すること，土要素に

大きなせん断ひずみ速度が発生することでせん断

箇所が形成されたと考えられる． 

2) せん断が発生しエネルギー減衰が生じることで土堤

内部を伝播する応力は減少し，土堤中央部より背面

側へ伝播する応力が小さくなったと考える．そのた

め，土堤背面ではせん断を発生させるだけのせん断

ひずみ速度を有していない状態になったと推察され

る． 

3) 重錘衝突が進行するにつれて，重錘の衝突部より上

方では土塊が移動してエネルギー減衰するのに対し，

土堤背面の土粒子は貫入に抵抗していると考える． 
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（a）応力分布図 (b)粒子速度図 

図-14 粒子速度図における応力分布領域（図-10より I-7，10ms） 
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フェーズフィールド法を用いた 

不飽和浸透流解析 

 Unsaturated seepage flow analysis using phase field method. 

石黒俊輔1)，山田正太郎2)，京谷孝史3) 

Shunsuke Ishiguro, Shotaro Yamada and Takashi Kyoya 

1) 東北大学 大学院工学研究科 (〒 980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06, E-mail: 

shunsuke.ishiguro.q1@dc.tohoku.ac.jp) 

2) 東北大学 大学院工学研究科 准教授 (〒 980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06, E-mail: 

shotaro.yamada.d2@tohoku.ac.jp) 

2) )東北大学 大学院工学研究科 教授 (〒 980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06, E-mail: 

takashi.kyoya.b1@tohoku.ac.jp) 
 

This study is a part of the research aiming to construct a mechanical model that treats unsaturated soil 
composed of soil particles, air and water as a two-phase mixture composed of a soil skeleton and pore 
fluid. As a preliminary step, an unsaturated seepage flow analysis is attempted in which pore water and 
pore air are treated as the same fluid under the condition that the motion of the soil skeleton is neglected. 
To treat porewater and pore air as the same fluid, we construct a coupled method that solves the equation 

of motion of incompressible fluid flowing in a porous media with the phase-field method using soil 
saturation as the interfacial function. In addition, to verify the validity of the proposed method, a 
comparison is made with a model experiment for unsaturated seepage flow. As a result, it is shown that 
the shape of the infiltrability is generally consistent between the past experimental results and the 
calculation results using the proposed method. 

Key Words: Unsaturated soil, phase-field method, seepage flow analysis, saturation 

1. はじめに 

既存の不飽和土の数値解析では，土骨格，間隙水，間隙

空気の三相を同じ物質点を占める連続体として近似する

三相混合体理論が適用されることが多い．しかし，飽和領

域では間隙空気が存在しない，また，乾燥領域では間隙水

が存在しないにも関わらず，間隙水・空気が存在しない領

域であってもそれらの流速や圧力を計算する必要がある

ことが，安定的に計算を行うことを阻害する場合がある．

そこで，間隙水と間隙空気を間隙流体として同列に捉え，

不飽和土を土骨格と間隙流体から成る二相混合体として

近似することを考える．飽和領域，乾燥領域であってもこ

れらの二相は存在するため，不飽和土でも飽和土と同様

に安定的な解析が可能となると考えられる．本研究では

土骨格と間隙流体の二相連成解析の前段階として，土骨

格の運動を無視した不飽和浸透流解析を実施する．ただ

し，間隙流体の運動は，二相混合体理論に基づいて導出し

た運動方程式と質量保存則に基づいて解析する．また，水

と空気を同列な流体として扱うために，フェーズフィー

ルド法を適用する．加えて，提案手法を用いて不飽和浸透

流解析を行い，その妥当性を検証することを目的とする． 

2. 支配方程式 

解くべき未知関数は PF（フェーズフィールド）変数 ，

間隙流体の土骨格に対する相対平均流速w ，間隙流体の

圧力 p の 3 つである．土中の間隙率 n が変化する場合，

実流速では連続性がなくなるため，平均流速を用いる．本

研究では，土骨格の運動を考慮せず，土骨格の速度は 0と

して扱うため，間隙流体の土骨格に対する相対平均流速

は間隙流体の平均流速と等しい．PF変数が 0 = の領域を

乾燥領域， 0 1  の領域を不飽和領域， 1 = の領域を

飽和領域と定義する．PF変数は間隙流体に占める水の体

積割合を示すため，土中では飽和度と一致する． の時間

発展方程式は以下の式で表される． 

 

1
aM

t n


 


+  = −


w  (1) 

( )2( ) k     = −  +   (2) 

( )
22( ) , ( ) 1


     




= = −


 (3) 

 

ここで， aM はモビリティ係数， は化学ポテンシャル，

は界面の曲率を意味する．式(1)に示す通り， の時間

発展方程式は，遷移領域の勾配を緩やかにすると同時に，

遷移領域の幅を一定に保つ働きを持つ化学ポテンシャル

項と が流速によって運ばれる効果を表す移流項によっ

て構成される． 

間隙流体と土骨格の二相混合体理論に基づくと，間隙

流体の運動方程式と質量保存則は以下のように表すこと
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ができる． 

 

運動方程式： 

1f
f

T

f
f

sv

n
n p

t n n

n n

n

gn
n nf

k










   
+ −  = −  

   

         
+  + −  +      

          

+ − +

w w
w w

x x

w w
w w

x x x x

g w

 (4) 

 

質量保存則： 

( ) 0
f

fn
t





+ =


w  (5) 

 

ここで， f は間隙流体の密度，n は間隙率， x は直行座

標， p は間隙流体の圧力，  は粘性係数， g は重力加速

度， k は透水・透気係数， svf は表面張力を意味する．運

動方程式を以上のように定義したことで，式(4)は粘性，

慣性力，表面張力が無視できる場合，ダルシー則に帰着す

る．また，非土中の場合（ 1,n k= =），ナビエ・ストー

クス方程式に帰着する． 

また， の値に応じて，式(4),(5)で用いる f ,  , k を以

下の式 1)によって内挿する． 

 

1
sin

2 2 2

l g l g
f    

  
 + −  

= + −  
  

 (6) 

( )
( )
( )

f g

l l g

l g

 
   

 

+
= + −

−
 (7) 

( ) ( ) ( )( )exp ln 1 lnl gk k k = + −  (8) 

 

 ここで， l と g は水と空気の密度， l と g は水と空気

の粘性係数， lk と gk は飽和状態での透水係数と乾燥状態

での透気係数である． 

3. 数値解析手法 

本研究では，差分法により支配方程式の空間離散化を

行う．Arakawa-B型スタッガード格子を用い， p と を各

格子の中央に，w を格子点に配置した．移流項には非線

形不安定性を回避するために河村・桑原スキーム2)を用い，

その他の項については二次精度の中心差分近似を用いる．

時間微分に関しては，式(1), (4)とも前進差分近似する．た

だし，式(4)の右辺第四項の流速は透水・透気係数が小さ

い場合でも計算の安定性を保つために 1n+ ステップの値

を用いる．解くべき未知関数はw , p , の3つであり，本

稿では，以下の通り弱連成解析によりこれらを求める． 

Step1:  ,n n w の値から，式(1)～(3)を解いて 1n + を求める． 

Step2: 
1n + の値から svf に加え，式(6)～(8)より f ,  , k

を算出する． 

 

Step3: n
w と Step2で算出した値から，式(4)と(5)をフラク

ショナルステップ法により解いて w と p を求め

る． 

提案解析手法の妥当性を検討するために，赤井・宇野 3)

が行った実験との比較計算を行った．図 1に示すように，

長さ 315cm，幅 23cm，高さ 33cm の砂模型の両端の水位

を変化させ，砂模型内部の浸透流を以下の 2 ケースの条

件で計算した． 

Case 1:  乾燥した砂模型の初期水位が無い状態から，左側

の水位のみを瞬時に 20cmまで上昇させる． 

Case 2:  乾燥した砂模型の初期水位が 10cm の状態から，

左側の水位のみを瞬時に 30cm まで上昇させる． 

入力した主要なパラメータとして，間隙率 0.44n = ，

0.34[cm/sec]lk = , 19.06[cm/sec]gk = を示しておく． 

 

 
Case 1 

 
Case 2 

図 1 赤井・宇野 3)による模型実験の条件 

4. 数値解析結果 

セル幅を 0.01[m]x y =  = として，解析領域を315 33

の直行格子に分割し，時間幅を t =
42.5 10 [sec]− として，

0secから 120secまで計算を行った．Case 1と Case 2の浸

透流の浸潤線の推移を図 2と図 3にそれぞれ示す． 

 

 
Case 1 

 
Case 2 

図 2 計算結果 
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Case 1 

 
Case 2 

図 3 実験結果 3) 

 

計算結果と実験結果を比較した結果を以下にまとめる． 

(1) Case 1では，計算と実験はどちらも浸透流の形状がや

や上に凸型に進行し，Case 2では，計算と実験はどち

らも浸透流の形状が下に凸型に進行する． 

(2) Case 2では，計算の方が，実験よりも浸透流の進行が

やや速いものの，進行の様子を概ね捉えることができ

ている． 

(3) Case 1では，計算とは異なり浸潤線の進行が停滞して

しまう． 

(1)と(2)は，提案手法により不飽和浸透流の解析が可能

であることを示唆している．(2)に挙げた，Case 2 におい

て浸潤線の進行が実験よりもやや速く進行することの原

因として，透水・透気係数の見積もりや内挿方法に不十分

な点があったことが挙げられる．また，(3)のように途中

で浸潤線の進行が停滞しないようにするために必要なこ

ととして，式(1)の化学ポテンシャル項を改良することが

挙げられる．浸透流の進行が止まっているときの界面付

近では流速が小さく移流項の影響が小さいため，界面幅

を一定にしようとする化学ポテンシャル項が支配的とな

り， が変化せず浸潤線の進行が停滞したと考えられる．

また，現状の化学ポテンシャル項では不飽和領域の幅が

一定に保たれるが，実際の不飽和領域の幅は一定には保

たれないため，この観点からも化学ポテンシャル項の改

良が必要であると考えられる． 

5. 結論 

本研究では，フェーズフィールド法を用いた土中の不

飽和浸透流の解析手法を新たに提案した．また，既往の実

験との比較を通して，提案手法により不飽和浸透流解析

が可能であることを示した．浸潤線の停滞の解消や定量

的評価を向上させるために，透水・透気係数の算定方法を

確立することや，フェーズフィールド法の時間発展方程

式に含まれる化学ポテンシャルを改良する余地があるこ

とを示した．  
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フェーズフィールド法を用いた気液二相流解析による 

土の保水性試験のシミュレーション 

Simulation of soil water retention test 

by gas-liquid two-phase flow analysis using the phase-field method 

岩葉柊志1)，山田正太郎2)，京谷孝史3) 
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In this study, the suction method, one of the soil water retention tests, is simulated by gas-liquid two-phase 
flow analysis using the phase-field method. By changing wettability parameters, numerical simulation 
reproduces differences in the water retention properties of soil due to differences in the wettability of soil 
particles. The hysteresis in the moisture property curve is discussed by visualizing the movement of water 
through a specimen. As a result, it is shown that the ink bottle effect can be a major factor in generating 
hysteresis. 

Key Words : Gas-liquid two-phase flow, Phase field method, Surface tension, Ink bottle effect 

1． はじめに 

土中水のポテンシャルと含水率を表す水分特性曲線は

土の保水性を表す指標として使われている．本研究では，

フェーズフィールド法（以下，PF法）を用いた気液二相流

解析[1,2]によって，土の保水性試験をシミュレートする．

供試体内を水分が移動する様子を可視化し，水分特性曲

線にヒステリシスが生じる理由などについて考察する．

また，土粒子の濡れ性が土の間隙での水の動きに与える

影響についても考察する． 

2． 間隙水と間隙空気の界面の表現方法 

PF法を用いて間隙水と間隙空気の界面の移動を表現す

る．界面関数 ( , )t x が， 1 = は水， 0 = は空気，0 1 

は界面を表すとする． の時間発展方程式として，以下の

移流を考慮したAllen-Cahn方程式（以下，AC方程式）を用

いる． 

 

v M
t




 


+  = −


 (1) 

( )2( )
k

 
   




= −  + 


 (2) 

 

ここでM は易動度係数， は化学ポテンシャル，k は

界面の滑らかさを表す係数， は界面の曲率である．化学

ポテンシャルとしてダブルウェルポテンシャルと勾配エ

ネルギー密度を考える． 

3． 間隙流体の解法 

間隙水と間隙空気を非圧縮性流体と仮定し，流速と圧

力をナビエストークス方程式（以下，NS方程式）を解く

ことで求める．この際，間隙流体の密度  と粘性係数 

を水と空気のそれらの値より を用いて内挿する．また，

NS方程式の外力項において を元に表面張力を考慮する．

一方で，式(2)の右辺第3項によって，PF法からは表面張力

の効果を取り除く．NS方程式の計算における表面張力は

以下のように表せる[2]． 

 

svf   =   (3) 

( )  = −    (4) 

 

ここでM は易動度係数， は化学ポテンシャル，k は界

面の滑らかさを表す係数， は界面の曲率である．化学ポ

テンシャルとしてダブルウェルポテンシャルと勾配エネ

ルギー密度を考える． 

4． 濡れ性 

式(1)の境界条件として，以下の Neumann型境界 1)を規

定することで土中水に対する土粒子の濡れ性の効果を考

慮する． 
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( )n k t   =  (5) 

 

ここで，n は物体表面の法線ベクトル，t は濡れ性に関す

るパラメータである．t を大きくすることで親水壁面を，

小さくすることで撥水壁面を表現することができる． 

5． 解析手法 

流速と圧力に加え，界面関数を未知関数とし，差分法を

用いてNS方程式とAC方程式の空間離散化を図った．格子

の配置にはArakawa-B型スタッガード格子を用い， は圧

力と同じ点に配置することとした．NS方程式を解くこと

で各点の流速と圧力の計算を行った後に，AC方程式より

各点の界面関数 の値を更新する弱連成解析手法を採用

した．NS方程式はフラクショナルステップ法，AC方程式

は陽解法を用いて解いた． 

6． 数値解析結果 

吸引法による土の保水性試験のシミュレーションを行

う．豊浦砂の粒径加積曲線を元に 3 つのサイズの土粒子

から成るモデルを考え，間隙比が 0.787e = となるように

した．表面張力係数は  20 ℃での水の値を参考に

0.0728N/ m = とし，土粒子の濡れ性については
67.6 10t

−=  ， 63.8 10t
−=  の 2パターンを考えた．前述

した通り， t の値が大きい方が濡れ性が高い． 

 間隙空気圧を大気圧とし，マトリックポテンシャル m

を次式で定めた． 

 

m a w wu u u = − = −  (6) 

 

ここで， au は間隙空気圧， wu は間隙水圧である．土の保

水性試験に倣い，解析領域の上端面で指定する圧力を au ，

下端面で指定する圧力を wu として結果を整理する． 

 下端面を減圧して排水させた後に，増圧することで吸

水させた． 67.6 10t
−=  と 63.8 10t

−=  の初期と最大負圧

作用時（いずれも平衡状態）における含水分布をそれぞれ

図 1 と図 2 に示す．土粒子を青色で示し，間隙水が存在

する領域を赤色で示している．接触角の大きさにより表

面張力の働きに違いが出るため同じ圧力条件を課しても

飽和度に違いが生じている．濡れ性が高い 67.6 10t
−=  の

方が毛管圧が高くなるため，含水率，すなわち保水性が高

くなることが分かる． 

 吸排水過程で得られた水分特性曲線を図 3 に示す．い

ずれのケースでもヒステリシスが現れている．また，図 1

と図 2 に示す含水状態の違いを反映して，同じマトリッ

クポテンシャルにおいて，濡れ性が高い の方が飽和度が

高い値を示している． 

図 4に，濡れ性の低い のケースで，マトリックポテン

シャルが 15 Pa に達したときの，排水過程と吸水過程の

含水分布を示す．図 3 に示す水分特性曲線のヒステリシ

スに現れている通り，吸水過程に比べて排水過程の方が

高い含水状態になっている．吸水過程で間隙の大きな部

分に間隙水が浸入できないことがこの違いを生んでいる． 

 

  
67.6 10t

−=  (濡れ性：高) 63.8 10t
−=  (濡れ性：低) 

図 1 初期含水状態（ 25Pam = − ） 

 

  
67.6 10t

−=  (濡れ性：高) 63.8 10t
−=  (濡れ性：低) 

図 2 最大負圧作用時の含水状態（ 75Pam = ） 

 

 

図 3 水分特性曲線 

 

図 4 に，濡れ性の低い 63.8 10t
−=  のケースで，マト

リックポテンシャルが 15 Pa に達したときの，排水過程

と吸水過程の含水分布を示す．図 3 に示す水分特性曲線

のヒステリシスに現れている通り，吸水過程に比べて排

水過程の方が高い含水状態になっている．吸水過程で間

隙の大きな部分に間隙水が浸入できないことがこの違い

を生んでいる． 

 

  

排水過程       吸水過程 

図 4 15 Pam = 作用時の含水状態 6( 3.8 10 )t
−=   

 

次に，吸水過程で間隙の大きな部分に間隙水が浸入で

きない理由としてインク瓶効果が考えられる．そのため，

間隙の広い部分と細い部分を図 5 に示す間隙モデルとし

て考え，インク瓶効果についての検証を行う．このモデル

の底面の水圧を変化させたときの，水面高さとマトリッ
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クポテンシャルの関係を図 6 に示す．排水過程と吸水過

程で異なるルートを辿り，図 3 と同様なヒステリシスが

生まれている． 

図 6 の点 A～D における含水状態を図 7 に示す．排水

過程の初期は間隙の幅が一定であるため，マトリックポ

テンシャルに比例して水面が下がる．点 A や点 B では，

間隙の幅が変化することの影響で水面の下降がやや鈍る

が，大きく停滞することはない．吸水過程でもはじめはマ

トリックポテンシャルの低下に伴って，水面が上昇する

が，点 C に至ると，間隙が広がる影響で水面の上昇が停

滞する．毛細管現象では間隙幅と毛管上昇高さの関係と

して，毛管上昇高さは間隙幅に反比例することが知られ

ており，細い間隙のときは水面を上げる力は強く，毛管上

昇高さは高くなり，太い間隙のときは水面を上げる力は

弱く，毛管上昇高さは低くなる．これが点 C で水面の上

昇が停滞する理由である．その後，マトリックポテンシャ

ルがさらに低下し，界面での圧力差により水面を下げよ

うとする力が，表面張力により水面を上昇させようとす

る力を下回ると，上の細い間隙の位置まで水面が急激に

上昇する．この状態が点 D である．このように，間隙幅

の差により毛管上昇高さが異なることに起因して，大き

な間隙に間隙水が侵入できないことが，図 6 にヒステリ

シスをもたらしている．これがインク瓶効果と呼ばれる

現象の正体で，本計算で得られた水分特性曲線にヒステ

リシスが生まれる主要なメカニズムになっている． 

 

    

図 5 間隙モデル  図 6 水面高さ hと m の関係 

 

 

点 A    点 B    点 C    点 D 

図 7 図 6の点 A～Dでの含水状態 

7． 結論 

本研究では，フェーズフィールド法を用いた気液二相

流解析によって，土の保水性試験のシミュレーションを

行った．水分特性曲線のヒステリシスや，土粒子の濡れ性

の違いに起因して土の保水性に違いが生まれる様子を可

視化した．また，インク瓶効果が水分特性曲線にヒステリ

シスが生まれる主要な原因となり得ることを示した． 
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The understanding of the permeability properties of porous media is a key research topic in many fields
and has been the subject of many studies over the decades. In this study, a series of three-dimensional
fluid simulations at the pore level are performed using the SUPG/PSPG stabilized finite element method to
investigate the seepage behavior during the transition from the Darcy flow to the non-Darcy flow region in
porous media. Based on the simulated results, the flow characteristics are explored to propose a simple and
reasonable modeling with a concept of Equivalent Permeability Coefficient Ratio(EPC-Ratio). As a result,
it was found that the void ratio has relatively low contribution on the EPC-Ratio, and the proposed modeling
can accurately estimate the EPC in the non-Darcy flow region.
Key Words : Non-Darcy flow, Forchheimer-equation, Pore-level Simulation, Permeable Porous Media

1. 緒言
(1) 研究の背景
近年，豪雨による災害が頻発・激甚化している．豪雨
災害の中では，土砂災害，堤防破堤，地盤材料の洗掘
や流出などの現象が発生し，被害拡大の要因となって
いる．これらのリスクを予測・評価するためには，多
孔質体と間隙流体の相互作用力のモデルの精度向上が
不可欠である．そのような現象の一例として，土粒子
群の間隙における透水挙動については，古くから実験・
数値解析的な検討が行われてきた [1,2,3,4]．
特に，地盤工学における透水問題に関しては，式 (1)
の Darcy則が最も基礎的なモデルである．

J =
∣∣∣∣∣∂h∂x

∣∣∣∣∣ = 1
k0

v f (1)

ここで，Jは動水勾配 [-]，k0 は Darcy領域における透
水係数 [m/s]，v f は透水方向の流速 [m/s]，hは全水頭
[m]，xは位置 [m]である．
多孔質媒体中における非Darcy流れについては，1900
年頃から実験・理論的な考究が行われており，Forch-
heimer(1901)は水で飽和した多孔質体中の動水勾配と
流速の関係を以下の関数で表現した．

J = av f + bv2
f ≈

1
k0

v f + bv2
f (2)

ここで，a, bはそれぞれ [s/m], [s2/m2]の次元を持つ係
数である．式 (2)（以下，Forchheimer式と表記）は，流

速が十分に小さいとき慣性力 (右辺第 2項)を無視する
ことができ，Darcy 則と一致することが知られている
[5]．また，Forchheimer式の係数 a, bに関しては，実
験・理論的な側面から種々の推定式 [6]が提案されてお
り，代表的なものを以下に示す．

a =
150ν(1 − φ)2

gφ3D2 , b =
1.75(1 − φ)

gφ3D
· · · Ergun (1952)

a =
255ν(1 − φ)

gφ3.7D2 , b =
2(1 − φ)

gφ3D
· · · Kadlec et al. (1996)

a =
180ν(1 − φ)

gφ3D2 , b =
0.6(1 − φ)

gφ3D
· · · Irmay (1964)

ここで，νは動粘性係数 [m2/s]，φは間隙率 [-]，Dは粒
子の代表粒径 [m]，gは重力加速度 [m/s2]である．
既存の提案式が抱えている課題として，いずれの推
定式も式の形は類似しているものの係数やパラメータ
の冪数が異なること，粒径が代表粒径として 1種類の
粒径に集約されていることが挙げられる．一方で，実
際の地盤材料は粒度分布を有していることから，代表
粒径が物理的にどのような意味を持つのか，またパラ
メータの冪数の差異や各提案式の適用範囲についても
更なる探求が必要である．
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(2) 研究の目的
本研究では非Darcy流れを対象とした数値実験に基づ
き，地盤材料などの多孔質媒体の透水特性を合理的かつ
簡便に推定可能な式の提案を目的とする．具体的には，
SUPG/PSPG安定化有限要素法を用いて間隙レベルにお
ける 3次元浸透流シミュレーションを実施し，Darcy領
域から非 Darcy流れへの遷移過程で生じる透水性の低
下を等価透水係数比 F の導入によってモデル化するこ
とを試みる．

2. 数値実験による透水特性評価
本研究では，ある間隙率 φの粒子群が充填された領

域を代表するような六面体領域を数値実験の試験領域
Ω f として設定する．

(1) 支配方程式と離散化手法
3次元浸透流シミュレーションの支配方程式として，
式 (3)の Navier-Stokes方程式を採用する．

ρ

(
∂u
∂t
+ u · ∇u − f

)
− ∇ · σ = 0

∇ · u = 0

 in Ω f (3)

ここで，ρは流体の質量密度 [kg/m3]，uは流速ベクト
ル， f は外力項を表している．また，応力テンソル σ
は次のように書き表される．

σ = −pI + µ
(
∇u + (∇u)T

)
(4)

ここで，µは粘性係数 [Pa·s]，pは圧力 [Pa]，Iは 2階
の恒等テンソルである．式 (3)に対して，SUPG/PSPG
安定化有限要素法 [7,8]による空間離散化を適用するこ
とにより，次式が得られる．

ρ

∫
Ω f

wh · ρ
(
∂uh

∂t
+ uh · ∇uh − f

)
dΩ

+

∫
Ω f

ε(wh) : σ(uh, ph) dΩ +
∫
Ω

qh∇ · uh dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

{
τSUPG uh · ∇wh + τPSPG

1
ρ
∇q

}
·
{
ρ

(
∂uh

∂t
+ uh · ∇uh − f

)
− ∇ · σ(uh, ph)

}
dΩ

ここで，uh，ph はそれぞれ流速と圧力の有限要素近似
式，wh，qh は，それぞれ運動方程式と連続の式に対す
る重み関数の近似式である．式 (5)の第 4項は移流の卓
越に対して安定化を施す SUPG項，および圧力振動を
回避するための PSPG項である．式 (5)に対して，P1/P1
（流速・圧力 1次）の四面体要素を用いて空間方向への
離散化を行い，時間方向の離散化には無条件安定とな
る Crank-Nicolson法を適用する．

(2) 試験領域及び入力条件の設定
試験領域 Ω f に対して粒子群が自由落下・接触・静止
する解析を行うことで，粒子のランダムかつ偏在のな
い配置を決定する．なお，粒子の充填には個別要素法

[9]を用いた．このとき，図 1に示すように，壁面と隣
接する粒子について向かい合う壁面に隣接する粒子群
との接触判定を行うことにより，粒子位置についての
幾何学的周期性が満足されるようにする．粒子の表面
において滑りなし条件，壁面における流速に対して周
期境界条件を設定することで数値実験を実施する．
次に，間隙流体の駆動力について述べる．間隙流体
は重力の作用により位置水頭・圧力水頭を得て水頭差に
より透水しているものとする．流動が大域的に見て定
常状態とみなせるとき，間隙流体に作用する外力 f は

f = −gJ (5)

と表すことができる．ここで，gは重力加速度，J は動
水勾配ベクトルである．本研究における透水問題設定
では位置水頭が解析領域内で変化しないため，任意の流
下方向を考えるとき，区間 ∆zに生じる動水勾配の大き
さ J = |J |は着目区間での圧力変化量の絶対値 |∆p|から

J =
1
ρg
|∆p|
∆z
=

1
ρg

Pz (6)

のように求められる．一連の数値実験では解析領域の z
軸正方向を流下方向として設定し，上式に表れる流下
方向の平均的な圧力勾配の大きさ Pzを所与の条件とし
た解析を行う．

(3) 透水性評価方法
a) 透水流れの評価指標
本研究では，流れが定常に達した状態での流出面にお
ける平均流速を透水流速として，次式により算定する．

v f =
1
|∂Ω∀f |

∫
∂Ω∀f

u · e3 dΩ (7)

ここで，∂Ω∀f は試験領域Ω f において流下方向の単位ベ
クトル e3に直交する任意の流出面を表し，| • |は •の面
積を表す．この透水流速 v f を代表流速とし，Chiltonら
[10]が提案した粒子レイノルズ数 Reを評価している．

Re =
|v f |D
ν

(8)

図–1 側方四面周期境界条件での粒子パッキング
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また，数値実験結果から算定される透水流速 v f 及び入
力条件である動水勾配 Jを用いて得られる次の見かけの
透水係数 k′を数値実験による透水性評価の指標とする．

k′ =
|v f |
J

(9)

b) 等価透水係数比による透水性低下傾向の評価
数値実験から評価される見かけの透水係数 k′をDarcy
領域での透水係数 k0 で除すことにより，等価透水係数
比 F を次のように定義する．

F = k′

k0
(10)

この指標は，Darcy流れに対する非Darcy流れの透水性
の低下度合いを表している．具体的には，Darcy領域で
は F = 1，流速の増加などに伴い流れが複雑化し透水
性が低下すると値が 1より小さくなる（F < 1）という
2つの特性を持つ．等価透水係数比 F をレイノルズ数
などの代表的なパラメータの関数としてモデル化する
ことができれば，非 Darcy流れ条件での数値実験や土
質試験を実施せずとも，透水性低下傾向を簡便に推定
することが出来る．

3. 数値実験結果
本稿では，間隙率を 3パターン変化させた解析結果
を示す．粒子群の粒径を D=1.0mmとし，直径あたりの
メッシュ分割数は 30とした． また，間隙流体の物性
値として，室温条件における水と同様の質量密度 ρ =
1,000 [kg/m3]，粘性係数 µ = 1.0× 10−3 [Pa·s]を用いた．

(1) 既存経験則式との比較による妥当性検証
間隙流体の駆動力となる動水勾配を J=0.01に設定す

ることで Darcy流れの解析を行い，水理実験値との整
合性が高い次のKozeny-Carman式 [11]を参照値として
比較することで，数値実験の妥当性を検証する．

k0 =
1

150
ρg
µ

D2φ3

(1 − φ)2 (11)

各間隙率 φにおける結果をまとめた表 1より，式 (9)よ
り評価される見かけの透水係数 k′(この場合は Darcy域
の透水係数)と Kozeny-Carman式から推定される透水
係数 k0 がほぼ一致していることが分かる．

これは，Forchheimer式における慣性力項の影響が無視
できるほど小さく，Darcy流れ条件を合理的に再現して
いることを示している．加えて，数値実験による透水
性評価の有効性も併せて示された．

(2) 非 Darcy流れにおける透水特性の分析
動水勾配を J=1.0, 5.0, 10.0に設定し，非 Darcy流れ

における透水性の評価を行った．流速分布及び流線の可
視化結果を図 2に示す．流速分布から局所的に流速が卓
越する様子が，流線から試験領域内部で粒子群の影響に
より流れが乱れている様子が観察できる．また，解析領
域の x方向の中心を通り，流入出面に直交する平面 (以
下，水平断面と表記)における渦度のノルム ζ(= |∇×u|)
を図 3に可視化した．図 3から，間隙構造の内部にお
けるミクロなエネルギー損失 (流動性の低下)が確認で
き，結果として透水性が低下すると考えられる．

表–1 数値実験結果と既存経験則式との比較
間隙率 数値実験結果 Kozeny-Carman式
φ [-] k′ [mm/s] k0 [mm/s]
0.438 19.592 19.293
0.419 15.249 15.723
0.391 11.837 11.648

!"#!"#$#%&'()%

図–2 流速分布・流線の可視化 (間隙率 φ=0.391)

図–3 水平断面における渦度 ζ の分布 (左：間隙率 φ = 0.438，中央：φ = 0.419，右：φ = 0.391)
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図 4に入力条件である動水勾配 J と式 (7)から評価
した透水流速 v f の関係をまとめた．動水勾配の増加に
伴って，数値実験結果が点線でプロットした動水勾配
と流速の線形関係（Darcy 則）から逸脱していくこと
が見て取れる．これは，間隙内部におけるミクロな流
れの乱れにより透水性が低下していることが原因だと
考えられる．次に，図 5に式 (7)～式 (9)により評価し
たレイノルズ数と見かけの透水係数の関係をまとめた．
この図から，各間隙率 φにおいてレイノルズ数が 1付
近で透水性が低下し，流速に対する透水係数の線形性
(Darcy則)から逸脱していることが分かる．この結果は
既往報告 [12,13]と一致している．また，図 6にまとめ
たレイノルズ数と等価透水係数比の関係から，透水性
低下傾向は間隙率の多寡に依存せず非常に類似してい
ることが分かる．このことから透水性低下の傾向に対
して間隙率の影響は極めて限定的であるといえる．

(3) 等価透水係数比の関数化
式 (2)に示した Forchheimerの式は，流れの方向を考
慮して一般化すると，透水係数や多孔質媒体の特徴量
を含む部分と透水流速 v f に乗算分解することが出来る．

J =
(

1
k0
+ b|v f |

)
v f (12)

図–4 動水勾配と透水流速の関係

!"#$%&'&($

)#$*+

図–5 レイノルズ数と透水係数の関係

山上ら (1975)[14]の試みに倣い，前半部分を見かけ
の透水係数 k′ として次のように定めることによって，
Darcy則と同様，流速との線形関係として表現すること
が出来る．

k′ ≈
(

1
k0
+ b|v f |

)−1

(13)

式 (10)に対して，粒子レイノルズ数 Re式 (8)，見か
けの透水係数 k′式 (13)と Forchheimer式の係数 bの一
般的な関数形を代入して整理することにより，次式の
ような等価透水係数比 F の関数形が得られる．

F = 1

1 + k0
ν

gD2
α(1−φ)
φ3 Re

(14)

ここで，係数 bについては，次式のように提案式毎に異
なる係数部分を αとすることで統一的に表記している．

b =
α(1 − φ)

gφ3D
(15)

式 (14)に示す関数のプロットと数値実験結果から算定さ
れた等価透水係数比を図 7に示す．ここで，パラメータα
として，暫定的に Ergun(1952)[15]の提案する α = 1.75
を用いている．

図–6 レイノルズ数と等価透水係数比の関係

!"#$%"&
'&"%($)$*%+

&,-$#,

!"#$%"&+.

'/&0/1,%)

図–7 式 (14)による等価透水係数比 F の推定
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提案した等価透水係数比の関数 F により，任意の間
隙率，代表粒径における多孔質媒体の透水性低下傾向
をレイノルズ数の関数として良好にモデル化出来てい
ることが分かる．赤色のプロットに示す数値実験結果
との若干の乖離は，暫定値を用いたパラメータ αを間
隙率 φや代表粒径 Dと関連付けて設定することで解消
される可能性がある．

4. 結言
本研究では，Darcy領域から非Darcy流れへの遷移過

程で生じる透水性低下傾向を分析し，簡便かつ合理的
な推定式を提案することを目的として，間隙レベルに
おける 3次元浸透流シミュレーションによる数値実験
を実施した．数値実験結果から，以下の知見を得た．
• Darcy流れの領域においては，既存の透水係数の推
定式と概ね合致する数値実験結果が得られた．
• 数値実験から評価した等価透水係数比より間隙率
の多寡に伴って透水係数自体は低下するが，透水
性低下傾向に対する影響は極めて限定的であるこ
とが明らかとなった．
• 等価透水係数比をレイノルズ数の関数としてモデ
ル化することで透水性低下傾向を一定程度推定で
きる．
• 等価透水係数比 F による透水性低下傾向の合理的
なモデル化のためには，内部構造の乱雑さを表す
パラメータの採用や粒径 Dの変化をより鋭敏に反
映するような定式化が必要である．

上述のように，本研究で提案した等価透水係数比は
一定程度の精度で透水性挙動を推定することが可能で
あるが，同式中に含まれるパラメータ αや粒径 Dのよ
り望ましいモデル化に関しては，より多量の数値実験
の実施によって明らかにすべき課題として残されてい
る．また，実際の地盤材料（多孔質材料）は内部構造
に幅広い粒度分布を持っているため，本研究で扱った
単一粒径の解析モデルは実際の材料と比較して簡易的
なものである．
今後は，幅広い粒度分布を持つ密な間隙構造のモデ
ルや様々な粒径スケールの解析モデルに対して浸透流
シミュレーションを行い，数値実験の立場から非Darcy
流れにおける透水特性に関する知見を蓄積していく．
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In this study, dynamic centrifuge model tests were performed to investigate the energy-based 

characterization of an embankment with basal settlement and liquid-supply. The accelerometer installed 

inside the embankment model was utilized to obtain the strain and stress, and the dissipated energy was 

computed based on these data. By comparing the outcomes of stress-based and energy-based methods, a 

more efficient approach for assessing the liquefaction potential was developed. Additionally, it was 

observed that the seismic characteristics were better exhibited by the accumulated energy rather than the 

individual loops. 

Key Words: Embankment, Centrifuge model test, Energy-based method 

1． INTRODUCTION 

Embankments are widely used in geotechnical engineering as 

a means of providing support and stability to infrastructure built 

on soft ground. However, such structures are vulnerable to a 

range of hazards, including seismic events and subsidence of the 

underlying soil layers. Basal subsidence, which occurs when the 

underlying soil settles or compresses, is a common problem that 

can significantly compromise the stability of an embankment, 

especially in earthquake-prone areas. 

In recent years, energy-based approaches have emerged as a 

promising tool for evaluating the performance of embankments 

subjected to seismic loading. These methods focus on 

quantifying the energy dissipation and storage mechanisms that 

occur during an earthquake and can provide valuable insights 

into the dynamic behavior of the structure [1]. However, 

calculating the dissipated energy during a seismic load using 

traditional methods can be time-consuming and 

computationally intensive. The application of energy-based 

approaches to embankment models subjected to basal 

subsidence has been limited so far, and more research is needed 

to fully understand the potential of these methods in this context. 

In this paper, we present a shortcut way to calculate the 

dissipated energy during embankment centrifuge tests using the 

energy-based method. Our approach assumes that the energy 

dissipated during a seismic load can be approximated by the 

area enclosed by the hysteretic loop of the stress-strain curve [2]. 

We apply this shortcut method to an embankment model 

subjected to seismic loading in a centrifuge test, and compare 

the results to those obtained using traditional methods. Our 

results show that the shortcut method provides a simple way to 

calculate the dissipated energy during embankment centrifuge 

tests, and can be used to improve the efficiency of energy-based 

analyses of embankment behavior under seismic loads. 

2． MODEL PREPARATION AND TEST 

CONDITION 

(1) Materials 

The embankment model was constructed using Hiroshima 

sand with a water content of 8%, which was sieved prior to use. 

To simulate the underlying soft ground, Urethane was employed 

as an impermeable material, with several holes drilled at its 

center as illustrated in Fig. 1. The sand used in the experiment 

was sourced from Kure City, Hiroshima Prefecture, and was 

manufactured by Yamamoto Kenzai Co., Ltd. Prior to use, the 

sand was sieved to a maximum particle diameter of 1mm. To 

model a non-drainage boundary condition, the urethane was 

covered with vinyl. The material properties of both the sand and 

urethane are presented in Table 1. 

 To adjust for the permeability coefficient of sand under 50G 

centrifugal acceleration, we utilized Metolose (Shin-Etsu 

Chemical Co., Ltd.) and mixed it with water and hydroxypropyl 

methylcellulose to achieve a kinematic viscosity of 50cSt, 

which is 50 times higher than that of water. 

 

 

Fig. 1 Drilled Urethane base 

 

B-08-01 第28回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - B-08-01 -



 

Fig. 2 Liquid supplement pipe 

 

Table 1 Physical properties of materials 

Hiroshima sand 

Soil particle density 𝜌𝑠 2.633 g/cm3 

D10 0.08 mm 

D30 0.20 mm 

D50 0.34 mm 

D60 0.40 mm 

Fine fraction content FC 9.2% 

Maximum void ratio 𝑒𝑚𝑎𝑥 1.003 

Minimum void ratio  𝑒𝑚𝑖𝑛 0.441 

Dry maximum density 𝜌𝑑𝑚𝑎𝑥 1.75 g/cm3 

Optimum water content 𝑤𝑜𝑝𝑡 11.2% 

Degree of compaction 𝐷𝑐 90% 

Coefficient of permeability 𝑘 2.4×10−5 m/s 

Urethane 

Young's modulus 126~129 kPa 

Poisson's ratio 0.282±0.044 

Tensile strength 0.39 MPa 

Elongation at break 150% 

Density 0.18±0.03 g/cm3 

25% compression load 29.4~58.8 kPa 

 

(2) Sample preparation 

In order to investigate the dynamic behavior of an 

embankment subjected to basal settlement, a specific targeted 

compaction degree was utilized to prepare an embankment 

model using a standardized method. The first step involved 

placing a urethane base at the bottom of the soil chamber to 

simulate soft ground conditions. To establish an undrained 

condition, the urethane was covered with a vinyl sheet. A pipe 

was then attached above the urethane base to provide the 

necessary liquid inside the embankment model during the 

centrifuge test, as illustrated in Fig 2. Finally, the embankment 

model was constructed following a standardized procedure:  

(a) The water content of sand was adjusted to 8%. 

(b) Wooden plates with a thickness of 1 cm were stacked to 

provide temporary boundaries for each layer during compaction. 

(c) The degree of compaction was maintained at a constant 

90%, and sensors were installed inside the model during this 

process. Fig. 3 showed the model after compaction. 

 

Fig. 3 The model after compaction 

(d) The wooden mold was removed and the embankment 

model was trimmed to the desired shape. Fig. 4 showed the 

model after remove the wooden plates, and after trimming. 

 

 

 

Fig. 4 The model before and after trimming 

(3) Measuring instruments  

The model configuration and the location of measuring 

instruments are illustrated in Fig. 2 using a prototype scale. The 

experimental data was processed under the assumption of a 

plane strain condition, meaning there is no variation in the 

transverse direction. In each location, accelerometer was 

installed to measure the acceleration value that will be used to 

obtain stress and strain. On the other hand, earth pressure 
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sensors and pore water pressure sensors were also installed to 

use the traditional liquefaction evaluation method. 

 

 
Fig. 5 Model configuration 

The experiment involved two types of input waves: white 

noise and ramped sine wave. The white noise was first 

introduced to reduce the unevenness of density and stress caused 

by compaction. Next, fluid was supplied into the model, and 

then the ramped sine waves with the maximum amplitude of 

400gal were applied. Among the total number of 30 cycles, the 

amplitudes of the first 5 cycles are gradually increased from 0 

to 400gal, and those in the last 5 cycles are gradually decreased 

from 400 to 0gal. 

3． METHOD TO OBTAIN DYNAMIC SHEAR 

STRESS AND STRAIN 

 

(1) Shear stress 

As shown in Fig.5, 3 accelerometers were installed in 

locations a, b, and c, to capture the dynamic response of the 

embankment model during the centrifuge test. The recorded 

acceleration data was subsequently utilized to compute the 

corresponding shear stress and shear strain values. 

Fig. 6 shows a schematic diagram showing how to obtain the 

shear stress using the wet density (𝜌𝑡), the installation distance 

(h) between the accelerometer, and the measured value (a) by 

the accelerometer. The shear stress was computed by: 

𝜏1 =∑𝑚𝑎 = 𝜌𝑡 ∙ (
ℎ2
2
∙ 𝑎3 +

ℎ1 + ℎ2
2

∙ 𝑎2 +
ℎ1
2
∙ 𝑎1) (1) 

𝜏2 =∑𝑚𝑎 = 𝜌𝑡 ∙
ℎ2
2
∙ (𝑎3 + 𝑎2) (2) 

 

 
Fig. 6 calculation of shear stress in embankment based on 

acceleration 

(2) Shear strain 

Three accelerometers in Fig. 5 and Fig. 6 are used to calculate 

the horizontal displacement by double integration of 

acceleration expressed below: 

  

∬(𝑎𝑛(𝑡) 𝑑𝑡)𝑑𝑡 = 𝑑𝑛 (3) 

The sampling frequency of the measurements was set to 

200Hz, resulting in an interval of time integral of 0.005 seconds. 

However, it is common for integrated displacement to contain 

unexpected drift due to errors in the recording and numerical 

computation. To mitigate this issue, Fast Fourier Transform 

(FFT) was employed to analyze the original acceleration records. 

Following the application of a high-pass filter, the integration 

was performed in the frequency domain to exclude the drifting 

component of the displacement. The shear strain was 

subsequently calculated as the differential displacement 

between two accelerometers, which can be expressed 

mathematically using Eq. (4), where ∆d denotes the differential 

displacement between the two accelerometers, and ∆h 

represents the distance between them. 

𝛾 𝑛 = ∆𝑑𝑛/∆ℎ𝑛 (4) 

 

4． ENERGY-BASED METHOD 

 

In this investigation, the soil was characterized as a 

viscoelastic material, which implies that when subjected to 

cyclic loading, the resulting strain exhibits a phase shift relative 

to the applied stress. This results in a closed-loop strain-stress 

relationship, as illustrated in Fig 7. The elliptical loop enclosed 

by the area ∆𝑊 represents the energy dissipated during a single 

loading cycle [2]. In contrast, the energy stored elastically 

during cyclic loading reaches a maximum value of 𝑊 at the peak 

of stress or strain, corresponding to the area of the triangle OAB 

or OA'B'. 

 

 
Fig. 7 General stress-strain relationship of viscoelastic 

material 

5． EXPERIMENT RESULTS 

In this study, the stress and strain components were 

segregated into cycles, and the energy dissipated in each cycle 

(∆𝑊) was calculated by determining the area enclosed by the 

hysteretic loop of the stress-strain curve. This area is a measure 

of the energy per unit volume, and it is recommended to 

normalize it with the initial effective consolidation stress(𝜎′𝑐) 
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to obtain a dimensionless value [2]. The shear strain and the 

Normalized Dissipated Energy (NDE) of each loop are shown 

in Fig. 8. It is noteworthy that there is a close relationship 

between the dissipated energy in each loop and shear strain. The 

dissipated energy varies with the changing shear strain and does 

not show any apparent signs of liquefaction. 

 

 

Fig. 8 Normalized dissipated energy 

The earth pressure and pore water pressure at location a were 

measured, and the results are presented in Fig. 9. It can be 

observed that the effective stress decreased and liquefaction 

occurred during the dynamic loading. To compare the results 

obtained from the energy-based method, a stress-based method 

was utilized to evaluate the liquefaction potential during the 

dynamic load step. The excess pore water pressure ratio 

(EPWPR) was widely used in the past, which is defined as the 

ratio of the maximum excess pore water pressure generated 

during an earthquake to the effective confining pressure of the 

soil. However, for embankment centrifuge tests, the baseline 

drift can be observed, and using the initial earth pressure may 

affect the precision. Therefore, the effective stress decrease ratio 

(ESDR) [4], which is defined as the ratio of the decrease in 

effective stress to the initial effective stress due to the 

application of cyclic loading, was employed to improve the 

accuracy. 

 

 

Fig. 9 Pressure condition at location a 

Fig. 10 presents the normalized accumulated dissipated 

energy (NADE) and effective stress decrease ratio (ESDR). The 

ESDR value reached 1.0, indicating the occurrence of 

liquefaction. The NADE remained constant during the static 

steps while an increase is observed during the dynamic steps due 

to energy dissipation. However, it is important to note that the 

liquefaction potential based solely on the NADE is insufficient 

but it requires reference to undrained cyclic shear tests. Previous 

research using triaxial and hollow cylinder torsional tests of the 

same material used in centrifugal model test indicated that 

liquefaction may occur when the NADE value ranges from 0.03 

to 0.04 [5]. In this case, liquefaction occurred when NADE 

approached to 0.05, demonstrating reasonable consistency 

between the liquefied range of NADE obtained from undrained 

cyclic shear tests and the centrifugal model. 

 

 

Fig. 10 ESDR and NADE at location a 

6． CONCLUSION 

The accelerometer installed inside the embankment allows 

for the calculation of shear stress and shear strain, from which 

the dissipated energy can be obtained by measuring the area 

enclosed by the hysteretic loop of the stress-strain curve. While 

the dissipated energy for each individual loop varies with the 

shear strain, the accumulated dissipated energy is a better 

quantity for evaluating the seismic behavior of an embankment 

and assessing its liquefaction potential. 
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The numerical analysis focuses on the elasto-plastic properties of soils leading to instability, such as 
liquefaction, of seabed ground under ocean wave loading. The decrease in mean effective stress (MES), 
which cannot be explained by elastic models, is expressed as loss of structure due to cyclic shear loading. 
Furthermore, the recovery of MES due to drainage and plastic compression during subsequent permanent 
wave loading is also represented. 

Key Words : Seabed Liquefaction, Elasto-Plasticity, Finite Element Method  

1． はじめに 

波浪と海底地盤の相互作用問題として波浪の作用によ

る有効応力変動（海底液状化）を数値解析的に解く場合，

特に海岸工学分野において，地盤は弾性体としてモデル

化されることが多い．しかし，実際の海底地盤は不可逆的

かつ履歴依存の変形特性を有する弾塑性体であるから，

海底地盤の応答を数値解析により精緻に評価する上で，

弾性力学からの脱却が必須であることは言うまでもない． 

そこで著者らは，骨格構造に基づく地盤の弾塑性構成

式SYS Cam-clay model[1]を用いて，一次元海底地盤を対象

に，地盤の弾塑性が地盤の変形および有効応力変動に与

える影響について数値解析的に考察してきた[2]． 

ところで，一次元地盤の波浪応答解析においては海底

地盤の不飽和，それによる間隙水の圧縮性を考慮しない

限り有効応力変化の説明ができないことが知られている

[3]． 

一方，二次元波浪場においては，間隙水の非圧縮条件下

においてもせん断変形が可能であり，有効応力も変化し

得る．しかし二次元地盤の（水平無限地盤，半無限層厚，

進行波）弾性を仮定したYamamotoの波浪応答解[4]におい

ては，水の非圧縮性を仮定した場合，平均有効応力p’，偏

差応力qは時間変化しない形で導出され，初期値を基準と

した各増分𝛥𝑝′，𝛥𝑞は次式で与えられる． 

𝛥𝑝′ = 0 , Δ𝑞 = √3𝑎𝑜𝜆𝑧exp(−𝜆𝑧) (1) 

ここに，𝑎0は境界圧振幅，𝜆は波数，zは海底面を基準と

する座標（下向きを正）を表す． 

本研究では，Yamamotoと同様の境界条件下で二次元弾

塑性解析を行い，p’, qが経時変化することを示すとともに，

p’の減少とその後の塑性圧縮を伴うp’の回復のメカニズ

ムについて考察する．また付録として最後に，初期密度の

違い，解析層厚・底面拘束，自重考慮の有無の弾塑性地盤

の波浪応答への影響について評価する． 

2． 解析条件 

解析に用いた地盤モデルを図-1に示す．波浪外力（水圧

と鉛直全応力）が作用する上端面は排水条件，底面と側面

は非排水条件を課した．また波浪外力は進行波として左

端から右向きに表-1の条件の通り与えた．また解析対象と

して砂地盤を想定し，設定した物性値，材料パラメータ，

初期密度パラメータは表-2に示す． 

 

 

 

 
図-1 解析モデル 

※ 注目領域を黄色に塗りつぶしている． 

境界圧境界 非排水境界

336m (1m@336)

1000m

(15 elements)

進行波

168m

25m

静水位10m

x

z

※
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3． 波浪に対する弾塑性海底地盤挙動 

図-2は中央において4.4波到達直後の解析領域上端中央

近傍（−12.5 ≤ 𝑥 ≤ 12.5, 0 ≤ 𝑧 < 12.5）におけるケース0

の平均有効応力減少率−𝛥𝑝′/𝑝0
′と偏差応力変動𝛥𝑞のコン

ター図である．𝛥𝑞については，式（1）で表される深さに

応じた分布が理論解と同様に得られたのに対し，p’の減少

が上端から生じていることを確認した． 

 

 

図-3は，解析領域上端中央（𝑥0 = −0.5m, 𝑧0 = −0.005m）

における土要素の挙動を示す．波の進行に伴い初期（A →

B）において，非排水（v一定）のまま同図(b)に見られる

qの小さな変動に伴いp’が減少する．その後（B → C）過剰

間隙水圧𝑢𝑒の消散に伴い，p’の回復と塑性体積圧縮（vの

減少）を示す．これは松島ら[6]によって弾塑性的な海底

地盤挙動として実現象として観察されていることと一致

する． 

 

表-1 外力条件 

波高 H [m] 1.0 

境界圧振幅 𝑎0(= 𝐻𝛾𝑤/2) [kPa] 4.9 

周期 T [s] 13.0 

角速度 𝜔 (= 2𝜋/𝑇) [rad/s] 0.483 

波長 L [m] 167.5 

波数 𝜆 (= 2𝜋/𝐿) [rad/m] 0.38 

波速 C (=L/T) [m/s] 12.88 

 
表-2 物性値，材料パラメータ，初期条件 

物性値 

透水係数 k [cm/s] 0.01 

ポアソン比 𝜈 0.3 

水の体積弾性係数 𝐾𝑓 [kN/m3] ※1 infinity 

水の単位体積重量 𝛾𝑤  [kN/m3] 9.81 

土粒子密度 ρs (g/cm3) 2.65 

弾塑性パラメータ 

圧縮指数  λ̃ 0.050 

膨潤指数 κ̃ 0.012 

限界状態定数 M 1.00 

正規圧密線の切片 N 1.98 

発展則パラメータ 

正規圧密土化指数 m 0.060 

構造劣化指数 a 2.2 

回転硬化指数 br 0.0 

回転硬化限界定数 mb 0.0 

初期条件 ※2※3 

初期過圧密比1/𝑅0 1.25 

初期構造の程度1/𝑅0
∗ 69.89 

初期土圧係数 𝐾0 1.0 

初期間隙比 𝑒0 分布 

※1 飽和を仮定（間隙水は非圧縮） 

※2 典型的な緩砂 中井[5]より 

※3 地盤内は等方応力状態を仮定 

 

 
(a)平均有効応力減少比 −Δ𝑝′/𝑝0′ 

    
(b) 偏差応力変化 𝛥𝑞 [kPa] 

図-2 弾塑性解析コンター図 

5 m

 
            (a)p’-q 関係 （全体図） 

 
           (b)p’-q 関係（初期図） 

 
            (c)p’-v 関係 

図-3 要素挙動（𝑥0 = −0.5m, 𝑧0 = 0.005m） 

※図(a)の青線で囲まれた部分が図(b)と対応 

Decrease in p’

Recovery of p’

C.S.L.

A

B C [kPa]

[kPa]

Fluctuation in q

[kPa]

[kPa]

No volume change

Compaction

C.S.L.

N.C.L.

A

B

C

[kPa]
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図-4は，図-3で示した土要素とその直下の土要素（𝑥0 =

−0.5m, 𝑧0 = 0.015m）の各種状態量の経時変化を示す．波

がおよそ2波到達する（0 ≤ 𝑡/𝑇 ≤ 2）間，非排水的にqが

増減を繰り返しながら構造が喪失（1/𝑅∗ → 1）し，𝑢𝑒が蓄

積しp’が減少した．その後（2 < 𝑡/𝑇），上部の要素から

𝑢𝑒が消散してp’の回復（増加）し，それに伴い塑性圧縮（圧

密）をしている．なお上部の要素における塑性圧縮の進展

は，下部要素の圧密に伴う過剰水圧発生による上向き浸

透力の作用により抑制されていることが確認されている． 

 

 

4． おわりに 

本稿では，波浪外力作用下にある二次元地盤の応答を

土の骨格構造を表現できる弾塑性構成式（SYS Cam-clay 

model）を用いて数値解析的に解くことによって，土を弾

性体（かつ半無限層厚と水の非圧縮）と仮定した場合には

解き得ない平均有効応力p’と偏差応力qの時間変化，そし

て塑性的な変形が解かれることを確認した．また波浪作

用面から起こる平均有効応力の低下のメカニズムとして，

弾塑性地盤の深さによる剛性の違いがもたらす，波圧変

動の継続的作用下でのqの変動が，構造の程度1/𝑅∗の損失

を引き起こし，塑性圧縮に起因するp’の減少とそれに伴う

過剰間隙水圧𝑢𝑒の湧き出しが解かれた．その後は𝑢𝑒の消

散に伴うp’の回復（増加）と有意な塑性圧縮が解かれた． 

さらに，付録においての弾塑性地盤の波浪応答解析に

おける各種計算条件の解への影響を調べる一連の計算を

通して以下の結論が得られた． 

 初期に地盤が密であるほど，構造の損失が起きにく

く，p’低下が低減された． 

 地盤の鉛直方向解析層厚は，値が大きいほど地表に

近い位置の変位が大きくなる傾向が示された一方，

ある程度の層厚以上では，変位の大きさが変わらな

くなることが確認できた． 

 底面の水平変位固定の有無は，鉛直変位分布に大き

な変化を与えなかった． 

 自重を考慮した場合，考慮しなかった場合と比べて

1/𝑅∗とp’の減少は大きく低減されることが示された．

これが示唆することは，従来の自重を考慮しない弾

性地盤の波浪に対する応答解析は，応力変形ともに

過大評価し得る可能性である． 

 

謝辞: 本研究は，科学研究費補助金（若手研究：課題番号

22K14324）の補助を受けて実施した． 

 

付録: 各種条件が弾塑性地盤の波浪応答に及ぼす影響 

(1) 解析条件 

解析に用いたモデルを図-1に示す．基本的な境界条件，

波浪外力条件，材料定数は2章における解析条件と一致さ

せた．初期密度，解析層厚dと底面の拘束条件，自重考慮

の有無の影響をそれぞれ個別にみるために諸条件を表-3

のように設定した8ケースの解析を実施した．初期密度と

しては表2にある緩砂のケースに加えて，同じく中井[3]よ

り，で表される密砂のパラメータセット（初期過圧密比

1/𝑅0 = 39.65，初期構造の程度1/𝑅0
∗ = 1.26，比体積分布）

を用いた． 自重を考慮しない計算においては9.8kPaの拘

束圧を全ての要素に一律に与えた． 

 

           
図-4 各種パラメータの時間変化図※ (a) 有効応力変

化比𝑝′/𝑝0
′  (b) 軸差応力 q  (c) 比体積変化比v/v0 (d) 

構造の程度1/𝑅∗ (e) 過剰間隙水圧𝑢𝑒  

※横軸は到達波数を表し，t は直上に波が到達後からの時間

を表す． 
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図-1 解析モデル 

※1 表 1に示す境界条件によって異なる． 

※2 メッシュ数は 10m層厚の場合は 10要素，その他は 15要素 

※3 注目領域は水平方向の拘束の影響が小さい中央であり，緑色で塗

りつぶされている． 

336m (1m@336)

x
z

d [m]

進行波

168 m

m

排水・波圧作用面 非排水面

※1 ※2

※1

※3
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(2) 初期密度の影響 

ケース1（緩砂）と2（密砂）の解析結果に注目する．図

-5は，平均有効応力変化率𝑝′/𝑝0
′と構造の程度1/𝑅∗の領域

中央（𝑥𝑜 = −0.5m）での4つの深さに対する経時変化を示

す．緩砂のケースでは，100波到達までに浅い地点（𝑧𝑜 >

0.5m）で，3章の解析結果と同様，土要素は1/𝑅∗の解消と

それに伴う𝑝′の減少，そしてその後のp’の回復を示すのに

対し，密砂のケースでは，1/𝑅∗が浅い位置においても変

化が小さく，その結果，𝑝′の減少も抑えられた． 

 

 

(3) 層厚と底面の水平変位拘束の影響 

ケース1と3～7の結果を比較し，層厚（鉛直方向解析領

域打ち切り）と底面の固定条件の影響について考察する．

図-6は，領域中央の鉛直方向における水平変位𝜉と鉛直変

位𝜂のアイソクローン（等時線図）（範囲：0 ≤ z ≤ 100）

を示す．記載時刻は，各諸量が外力水圧変動に対して位相

遅れの無い場合に最大値をとるよう，𝜉分布については直

上で波が4波到来時，𝜂分布については4.25波到来時とした． 

まず層厚の影響については，層厚が大きいほどどちら

の変位も大きくなるという傾向を示したが，100mと

1000mの変位の最大値の差は小さい．これは層厚1000mの

場合は，上部100mにおける挙動が支配的となりそれ以深

の応力やひずみは絶対値が小さいために上部に影響を与

えないからである．  

次に底面での水平変位拘束の影響について，拘束と非

拘束の差異は𝜉の分布に大きく見られ，𝜂には大きな影響

を与えていない．また𝜉の分布は，拘束条件に関わらず傾

きが類似しており，拘束の場合は非拘束の場合に対し，底

面で𝜉が0になるように平行移動している． 

図-6 水平変位𝜉と鉛直変位𝜂の等時曲線※ 

(a):4 波到達時，(b) 4.25 波到達時 

※0 ≤ z ≤ 100の範囲のみ図示 

 

(4) 自重の影響 

自重を考慮したケース8について，図-5（自重ありのケ

ース1）と同様に解析領域中央の異なる鉛直位置における

𝑝′/𝑝0
′と1/𝑅∗の経時変化を図-7に示し，図-5と比較する．

自重を考慮した計算では，上端に近い要素であっても，

100波経過までに1/𝑅∗の減少が殆どみられず，結果として

p’の減少も起こらなかった．この結果は，弾塑性解析にお

ける自重を考慮した計算の重要性を示しており，同じ材

料であっても自重の考慮によって波浪外力に対する抵抗

が著しく大きくなることを示唆する．  
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図-5 初期密度の違いごとのパラメータの経時変化 
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図-7 自重を考慮した場合の(a)平均有効応力変化率
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応答スペクトルが等しく継続時間が異なる入力地震動  

による河川堤防の耐震性照査 
Seismic performance evaluation of river levees due to input seismic motion with equal response spectra but 

different durations 
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In this paper, the effects of dominant period and duration of the input seismic motion on the damage of 
river embankments are numerically investigated. The results show that when the long-period component 
of the input seismic motion is dominant, not only liquefaction in sand layers but also strong shaking in 
clay layers, which are conventionally considered to be less susceptible to seismic damage, disturbs the 
ground, resulting in extensive damage. In addition, it was pointed out that it is important to consider the 
effect of duration of seismic motion for detailed damage estimation, especially in the case of soft ground 
with elasto-plastic response, although the seismic response spectrum is often specified for the design of 
river embankments. 

Key Words : Seismic duration, Dominant period, Seismic response analysis 

1． はじめに 

国土の狭い日本では，洪水氾濫区域に人口の50%，資産

の75%が集中していると言われており，河川堤防や海岸堤

防・排水機場などの浸水防護施設の健全性確保は，これら

地域における外水氾濫を防ぐ生命線だと言える．しかし，

平野部は一般的に地下水位が高いことに加えて，堆積年

代が若いことから地盤が軟弱であることが多く，地震時

に液状化をはじめとする地盤災害が発生する危険性が高

い．河川堤防は歴史的な経緯の中，工事費用が低廉である

ことや材料の取得が容易であることに加えて，堤防が損

傷したとしても比較的復旧が容易であることから，多く

が地盤材料を用いて造られてきた．これまでは，過去の被

災経験と実績をもとに仕様や断面形状が設計されてきた

が，都市部の拡大に伴って洪水氾濫区域に人口・資産が集

中している昨今では，想定外の外力が作用したとしても，

堤体機能の損傷を許容することは難しい．防護施設の中

には，築造後に長い年月が経過して老朽化が進行してい

る施設や，大規模地震に対して耐震性を十分有していな

いものが存在するという指摘もある．加えて，堤防は延長

の長い線的構造物であり，一連の長大な区間の中で1箇所

決壊するだけで，地形条件によっては広範囲にわたって

甚大な浸水被害を引き起こすこととなる．河川堤防の全

長を補強するには費用と時間が莫大にかかるため，局所

的弱点箇所を精度よく抽出して，適切な対策を施すこと

が求められる．しかし，現行の河川堤防の耐震性照査にお

いては，(1) 粒径の比較的大きいシルトが支配的な場合や

N値が小さく軟弱な状態にあっても粘性土場合に地震被

害が十分に想定されていないこと，(2) 地層不整形性に起

因する複雑な波動伝播の影響が考えられていないこと，

(3) 堆積状態の不均一性などの地盤が有する不確実性の

影響が十分には考慮されていないこと，ならびに，(4) 耐

震性照査に用いる設計用地震動は加速度応答スペクトル

で規定されることが多く地震動継続時間の影響が十分に

は検討されていないこと，などの課題が存在する． 

南海トラフ地震や首都直下地震など，巨大地震の発生

が危惧される昨今，地震発生時に何が起き，どのような被

害が生じるのかを正確に把握することが求められている．

しかしながら，外力として，どのような地震が発生するの

かは私達にはわからない．そのため，精緻な地震被害予測

のためには，砂から粘土に至るまで，各種土材料を詳細に

モデル化するとともに，現地で想定しうる様々な外力を

考慮に入れた耐震性能照査を実施し，被害実態の把握，危

険個所の抽出や対策効果の確認を行うことが必要となる． 

本報では，南海トラフ地震による地震被害が危惧され

る徳島県那賀川に築造された河川堤防を対象に，特に地

震動継続時間とその周期特性に着目した地震応答解析を

実施し，地震動特性が地震被害に及ぼす影響を数値解析

的に検討した．用いた解析コードは水～土連成有限変形

解析コード[1]で，土骨格の弾塑性構成式として砂から粘

土，両者の混在した中間土から特殊土までを同じ理論的

枠組で記述するSYSカムクレイモデル[2]を搭載している． 
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2． 解析対象地点の地層構成と弾塑性モデル化 

本研究で対象とした徳島県那賀川は典型的な三角州地

形であり，広域の軟弱地盤である．南海トラフ地震の震源

とも近く，地震時の液状化被害が危惧される．ハザードマ

ップを見ると[3]，河川流域全域で予想される震度が大き

く，液状化危険度は河川流域のほぼ全域で極めて高い． 

那賀川の地層縦断面図を図-1に示す（図面左が上流）．縦

断図は那賀川河川国道事務所から入手したボーリングデ

ータをもとに作成した．表層から埋め土層（B層），沖積

砂層（As層），沖積粘土層（Ac層），沖積砂礫層（Ag層）

が堆積し，その下は硬質な洪積層（D層）となっている．

As層とAc層は物性の違いから2層に分けられる．上流から

下流に向かうにつれて洪積層が沈み込み，Ac層が次第に

厚くなる．また，N値の分布はいずれの層も上流から下流

に向かうほど小さくなる傾向にあり，下流域ほど軟弱で

ある．実際，事前の耐震性照査では下流域において要対策

区間と判定され，耐震工事（堤体嵩上げと法尻付近の静的

締固め工法による地盤改良）が実施されている．本報でも，

Ac層が厚く，要対策区間に認定された下流域地盤を解析

対象とした．原位置調査の結果，B層とAs1層は液状化強

度の小さい緩い砂質土，As2層は中密な砂質土，Ac1層は

N値の小さい粘性土，Ac2層は圧縮性が大きいシルト質粘

性土であることがわかった． 

これら情報をもとに作成した有限要素メッシュを図-2

に，解析に用いた各層の弾塑性性状を表-1に示す．有限要

素メッシュは耐震対策後のみ示している．堤体周辺部の

拡大図になるが，境界条件が解析結果に影響しないよう

に側方には解析領域を十分に広く確保している．弾塑性

性状は現位置試験結果をもとに決定し，地盤改良部分は

実際の改良率を考慮して密な砂質土に置換することで再

現した．また，地下水位面より上の要素は周囲を常に水圧

ゼロとすることで，簡易的に不飽和状態を模擬した（過剰

間隙水圧は発生しない）．境界条件として，両側面に単純

せん断境界を，底面にはVs=580m/sに相当する粘性境界を

設けた．地震入力時は底面全節点の水平方向に等しく地

震動を入力し，地震中から地震後10年間の圧密変形まで

を一貫して解析した． 

 

 
図-2 堤体周辺の有限要素メッシュと地層構成 

 

表-1 解析に用いた弾塑性性状 

 

3． 地震応答解析 

(1) 想定南海トラフ地震における耐震性照査 

最初に，現地で想定されている南海トラフ地震が発生

した時の耐震性照査を実施した．入力地震動を図-3に示す

（左図が加速度の時刻歴，右図はフーリエ振幅スペクト

ル）．この地震動は解析対象地点周辺で想定される南海ト

ラフ地震であり，2012 年に内閣府「南海トラフ巨大地震

モデル検討会[4]」が公開したデータである．最大加速度

は約9.0m/s2と大きく，継続時間も長い（以後，地震A）． 

 B As1 As2 Ac1 Ac2 D 

弾塑性パラメータ       

限界状態定数 M 1.20 1.13 1.22 1.41 1.48 1.15 

NCL の p’=98.1kPa での比体積 N 1.67 1.65 1.64 2.10 2.80 1.72 

圧縮指数 ~  0.049 0.046 0.049 0.143 0.295 0.006 

膨潤指数 ~  0.0049 0.0046 0.0049 0.0014 0.0030 0.0006

ポアソン比   0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 

発展則パラメータ       

構造劣化指数 a  3.84 7.81 3.16 0.45 0.23 6.2 
p

vD  と p
sD の比 sc  0.94 0.99 0.92 0.41 0.54 0.98 

正規圧密土化指数 m  0.33 0.14 0.42 4.88 11.27 0.18 

回転硬化指数 br  2.38 6.91 1.78 0.09 0.03 4.89 

回転硬化限界面 bm  0.94 0.17 0.98 1.00 1.00 0.51 

初期状態       

応力比 0  0.545 0.545 0.545 0.545 0.545 0.545 

構造の程度 0
*/1 R  3.0 2.8 2.9 4.4 4.3 1.2 

過圧密の程度 0/1 R  27.7 32.0 28.4 3.5 1.2 770 

異方性の程度 0  0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

土粒子密度 s (g/cm3) 2.71 2.72 2.72 2.71 2.71 2.70 

透水係数 k (cm/s) 1.2×10-3 6.3×10-3 7.9×10-4 2.3×10-7 8.0×10-6 1.0×10-

 
図-1 那賀川の地層縦断図 

B-08-03 第28回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - B-08-03 -



 

 
図-3 想定南海トラフ地震（地震A：短周期卓越） 

 

図-4と図5に耐震対策前の地震終了直後における有効応

力減少比とせん断ひずみ分布を示す．有効応力減少比は

初期平均有効応力を地震中に発生した過剰間隙水圧で除

したものである．地震中に0から増加するが，1に近づくほ

ど有効応力が減少して地盤剛性が低下したことを示し，1

になると地盤は液状化したことを意味する．有効応力減

少比を見ると，B層とAs1層は1.0に達しており，表層砂質

土が液状化していることがわかる．一方，深部粘性土層は，

Ac2層で若干の有効応力減少比の増加（有効応力の低下）

が見られるものの，表層砂質土のように剛性を失うまで

には至っていない．せん断ひずみを見ると，堤体直下の液

状化層で深く沈み込みながら円弧上の滑りが発生し，堤

体は大きく損傷を受けている．天端高さは照査外水位を

下回り，事前の耐震性照査結果と同様，耐震性を満足しな

いと判定された． 

 

 
図-4 有効応力減少比（対策前，地震A） 

 

 
図-5 せん断ひずみ（対策前，地震A） 

 

 図-6と図7に耐震対策前の地震終了直後における有効応

力減少比とせん断ひずみ分布を示す．有効応力減少比を

見ると，対策前と同様に表層砂質土層で1.0となり液状化

を示す．せん断ひずみを見ると，堤体内でひずみが卓越す

るものの，法尻の改良体が側方流動を抑止し，基礎地盤の

変状を大きく抑制している．耐震対策によって，地震後の

天端高さは照査外水位を上回り耐震性を満足することを

確認した． 

 
図-6 有効応力減少比（対策後，地震A） 

 

 
図-7 せん断ひずみ（対策後，地震A） 

 

(2) 地震動の周期特性の影響 

 (1)では内閣府が公開する想定南海トラフ地震（地震A）

による耐震性照査の結果，対策後の堤防は耐震性を満足

する（天端高さは照査外水位を下回らない）ことを確認し

た．しかし，地震Aのフーリエ振幅スペクトルを改めて確

認すると，短周期成分が支配的であり，3秒以上のやや長

周期成分がほとんど含まれていない．そこで本節では，地

震動の長周期成分が地震被害に及ぼす影響を検討した 

図-8 は同じく解析対象地点周辺で想定される南海トラ

フ地震であるが，2015 年に内閣府の「南海トラフの巨大

地震モデル検討会及び首都直下地震モデル検討会[5]」が

公開した長周期地震動データであり，主として高層建築

物の共振や石油タンクのスロッシングなど，固有周期の

大きい構造物の耐震性照査に用いられている．最大加速

度は約1.5 m/s2と小さいが，2 秒以上の長周期成分が支配

的である（以後，地震B）．一方で，地震動Bは2秒以下の

短周期成分をほとんど有さない．そこで，地震動Aと地震

動Bの2つの想定南海トラフ地震動を接続周期2～3秒で線

型的にハイブリッド合成して，図-9に示す短周期～長周期

まで幅広い周期帯の波を有する広帯域地震動（以後，地震

C）を作成した．加速度履歴の概形は地震Aと大差ないが，

フーリエ振幅スペクトルを見ると，3秒以上のやや長周期

成分を含んでいることが確認できる． 

 

 
図-8 想定南海トラフ地震（地震B：長周期卓越） 
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図-9 ハイブリッド合成地震（地震C：広帯域） 

 

 図-10と図11に地震Bを入力した時の地震終了直後にお

ける有効応力減少比とせん断ひずみ分布を示す．加速度

が小さいため，地震Aと比べて砂質土層における有効応力

減少比の増加の程度は小さい．しかし，深部Ac2層を比較

すると，地震Aよりも有効応力減少比は大きくなっており，

地盤内の剛性低下は相対的にAc2層で大きくなっている

ことがわかる．せん断ひずみを見ると，液状化していない

ので，砂質土の変状は小さく抑えられているが，深部粘性

土層におけるひずみ発生が見られる．一般に，粘性土は砂

質土よりも地震被害が発せしにくい／しないと言われて

いるが，長周期成分の卓越する地震Bによる強い揺れによ

って，軟弱粘性土層が乱されて剛性低下した． 

 

 
図-10 有効応力減少比（地震B） 

 

 
図-11 せん断ひずみ（地震B） 

 

 図-12と図13に地震Cを入力した時の地震終了直後にお

ける有効応力減少比とせん断ひずみ分布を示す．加速度

レベルは大きく継続時間が長いことに加えて，長周期成

分も含むため，非常に大きな揺れが生じるため，砂質土だ

けでなく粘性土層でも大きく有効応力が減少／剛性低下

する．そのため，せん断ひずみは地盤の広範（砂質土層～

粘性土層）で発生し，改良体下部の粘性土層で貫通する．

一般的には河川堤防の耐震対策は液状化層が対象となる

ため，当該地点でも地盤改良は浅部砂層の液状化対策を

目的に実施されている．本解析結果が示すように，軟弱粘

性土層が地震動によって乱される場合，十分な対策効果

が得られずに深部で大きな残留変形が生じる危険性があ

ることを示唆している． 

 

 
図-12 有効応力減少比（地震C） 

 

 
図-13 せん断ひずみ（地震C） 

 

(3) 地震動の継続時間の影響 

 1. でも述べたように，耐震性照査に用いる設計用地震

動は加速度応答スペクトルで規定されることが多く地震

動継続時間の影響が十分には検討されていないといった

課題が存在する．(1)(2)では，地震動の周期特性に着目し，

地震被害に及ぼす影響を検討したが，本節では地震動特

性のうち，地震動の継続時間に着目し，河川堤防の地震被

害に及ぼす影響を検討した．そこで，継続時間の影響を検

討するために，加速度応答スペクトルは等しいが，継続時

間の異なる地震動を作成した．図-14～図16に解析に用い

た3つの入力地震動を示す（それぞれ，地震a, 地震b，地

震c）．これら地震動はARTEQ（㈱構造計画研究所）を用

いて，河川堤防耐震性能照査で規定される応答スペクト

ル（図中の黒破線，レベル2-1地震動：発生頻度が低いプ

レート境界で発生する大規模な地震）に適合させた継続

時間の異なる地震動である．地震波形の包絡関数は相似

形となるようにし，位相角は0～2πの一様乱数で与えた．

地震応答スペクトルからわかるように，いずれの地震動

も短周期～長周期成分までを幅広く含む広帯域地震動で

ある． 

 

 
図-14 継続時間が短い地震動（地震a） 
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図-15 図-14 継続時間が中程度の地震動（地震b） 

 

 
図-16 図-14 継続時間が長い地震動（地震c） 

 

 図17～図19に有効応力減少比の，図20～図22にせん断

ひずみの分布を示す．有効応力減少比を見ると，地震動継

続時間が長いほど有効応力減少の程度が大きい．特に地

震cでは，砂質土であるB層およびAs1層はほぼ全域で1に

到達して液状化している．広帯域地震動であるため，砂質

土層に加えて，深部粘性土Ac1・Ac2層でも有効応力減少

が顕著に見られる．続いて，せん断ひずみを見ると，継続

時間が長いほど特に盛土部分で変状が大きい．これは、盛

土下部の砂質土層の剛性低下に起因する．また、すべての

地震動において深部粘性土，Ac1層とAc2層境界部でも変

状が集中する．上述の通り，長周期震動によって粘性土が

乱されたことに起因する． 

以上, 同一応答スペクトルを有する地震動であっても, 

継続時間が長いほど地震被害が甚大化することを示した．

これは砂質地盤の液状化や粘性土の乱れなど，地盤が示

す弾塑性応答に起因する．設計用地震動は応答スペクト

ルで規定されることが多いが，強い弾塑性応答を示す軟

弱地盤の場合は，特に地震動の継続時間の影響を考慮す

ることが詳細な被害予測のためには重要であることを地

震応答解析結果は示唆している． 

 

 
図-17 有効応力減少比（地震a） 

 

 
図-18 有効応力減少比（地震b） 

 

 
図-19 有効応力減少比（地震c） 

 

 
図-20 せん断ひずみ（地震a） 

 

 
図-21 せん断ひずみ（地震b） 

 

 
図-22 せん断ひずみ（地震c） 

4． 地震動影響評価指標の検討 

地震応答解析の結果，入力地震動の地震動特性（卓越周

期と継続時間）違いによって被害程度が大きく異なるこ

とがわかった．そこで，地震被害に及ぼす地震動影響評価

指標の検討を行った．評価指標としては，最大加速度，地
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震動の継続時間に加えて，PSI値を用いる．継続時間はb 

継続時間とp 継続時間の2通りで実施した．ここで，b 継

続時間とは地震記録の振幅が「あるレベル」を最初に越え

る時間と最後に越える時間の時間長として継続時間を定

めるものである[6]．「あるレベル」はp 継続時間に合わ

せて最大振幅の10％とした．一方，p 継続時間とは地震記

録の全パワーの90％を含む区間長として継続時間を定め

たものである[7]．また，PSI値とは速度2乗を積分したも

のの平方根である．野津・井合ら[8]によると，PSI値と地

震時の変形量には相関が高いことが示されている．図-23

～図-26に各指標と堤体天端の地震被害（沈下量，最大水

平変位量，残留水平変位量）の関係を示す． 

 

 
図-23 最大加速度と地震被害の関係 

 

 
図-24  b 継続時間と地震被害の関係 

 

 
図-25  p 継続時間と地震被害の関係 

 

 
図-26 PSI値と地震被害の関係 

 

 地震動の大きさと言うと最大加速度で評価してしまう

ことも多いが，図から明らかなように，最大加速度と地震

被害の相関は小さい．最大加速度に比べると，地震動継続

時間は地震被害との相関が大きくなるが，本解析結果で

はPSI値が最も高い相関を示しており，既往研究と整合す

る結果となった．地震応答解析の考察でも述べたが，地震

被害は継続時間だけでなく，周期特性も含めた地震動特

性と関連が深い．継続時間での評価には周期特性が含ま

れないが，PSI値は継続時間だけでなく，速度値として地

震動の周期特性を考慮しているため，地震被害との相関

が大きくなった． 

5． おわりに 

本報では河川堤防の地震時被害に及ぼす地震動の卓越

周期と継続時間の影響を数値解析的に調べた．その結果，

入力地震動の長周期成分が卓越していると，砂層の液状

化だけでなく，従来は地震被害が発生にくいと考えられ

てきた粘性土層においても強い揺れによって地盤が乱さ

れ，被害が甚大化することを示した．また，河川堤防の耐

震性照査に用いる設計用地震動は応答スペクトルで規定

されることが多いが，特に強い弾塑性応答を示す軟弱地

盤の場合は，地震動の継続時間の影響が大きいことを示

した．詳細な被害予測のためには，周期特性や継続時間と

いった地震動特性をきちんと考慮することが重要である

ことを数値解析的に指摘した． 
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Characteristics of Reduction Factors  
for Lateral Confining Pressure of A Benched Slope in 

Centrifuge Model Tests 
Shanzhi TAO 1) and Thirapong PIPATPONGSA 2) 
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2) Dr. Eng. Associate Professor  (Postal Address, E-mail: pipatpongsa.thirapong.4s@kyoto-u.ac.jp) 

 
Benched slopes are often more stable than bare slopes with the same inclination. To study the failure 
characteristics of benched slopes and the boundary effect, two centrifuge experiments were conducted with 
slope models having varying breadth and bench height. In addition to observation of the failure mechanisms, 
shear strength reduction factors calculated from recorded earth pressures were used to reflect the inner state 
changes of the slope. The results showed that 1) slopes with higher benches were stronger, and 2) broader 
slopes failed more easily, but their reduction factors decreased more slowly because of lower shear strain. 

Key Words : benched slope, strength reduction factor, boundary effect, centrifuge test

1. INTRODUCTION 

A benched slope is created by cutting into the slope to create 

a series of horizontal steps. This kind of transformation can 

make the slope more stable while keeping a relatively large 

amount of usable flat space. Hence, it is widely used in the 

construction practices, such as open-pit mines [1].  

Evaluating the stability of a benched slope is very 

complicated because the failure mode can be changed with 

different shapes of benches. It is traditionally analyzed by 2D 

limit equilibrium methods (LEM) and the shear strength 

reduction technique (SSR) based on the numerical simulation. 

S. R. Kaniraj and H. Abdullah [2] developed simple solutions 

for an embankment with berm based on moment equilibrium. 

Singh et al. [3] pointed out the advantages of LEM, being simple, 

versatile and can produce reliable results for most homogenous 

materials. Koca [4] conducted SSR by finite element method 

(FEM) and compared the result with LEM. In addition, limit 

analysis method (LAM) has also been adopted. Chen [5] applied 

the upper-bound technique of limit analysis on a two-stage non-

homogeneous anisotropic slope with logarithmic spiral failure 

surface. Gao [6] deduced the factor of safety of a slope with 

multiple benches by the upper-bound method combined with 

SSR.  

The above-mentioned researches were in 2D condition. Yang 

et al. [7] used a horn failure mechanism [8], by which the 

analysis for a benched slope reinforced with piles was extended 

into 3D condition. However, the lateral confinement was not 

considered in their studies. So, this influencing factor of slope 

stability may be overlooked. Furthermore, experiments about 

the benched slope are rarely found, which are needed to verify 

the previous work. 

In this study, two centrifuge model tests using a soil chamber 

with different breadths were conducted for benched slopes. A 

set of earth pressure sensors was buried in the models and 

attached on the wall of soil chambers to monitor the change of 

vertical stress in the slope and lateral stress on the sides. Shear 

strength reduction factors were calculated from monitored data 

and their characteristics were analyzed before and after failures 

happened. 

 

2. SHEAR STRENGTH REDUCTION RATIO 

In the shear strength reduction technique based on the Mohr-

Coulomb failure criterion [9, 10], the shear strength reduction 

ratio 𝑟ௗ is used to describe the relationship between the shear 

stress 𝜏௙ and the developed shear stress 𝜏ௗ as Eq. (1), where 

𝜙, 𝑐, 𝜙ௗ and 𝑐ௗ are the internal friction angle, the cohesion, 

the reduced internal friction angle and the reduced cohesion, 

respectively. Moreover, the reciprocal of 𝑟ௗ  is the factor of 

safety as Eq. (2). 
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By the reduced Rankine’s passive earth pressure theory, 

effective horizontal stress 𝜎௛
ᇱ  can be expressed by a function of 

effective vertical stress 𝜎௩
ᇱ   involving 𝑟ௗ  and coefficient of 

lateral earth pressure K as Eqs. (3) and (4) 
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the 𝑟ௗ can be expressed by the effective horizontal stress 𝜎௛
ᇱ  

and the effective vertical stress 𝜎௩
ᇱ  as Eq. (5). The derivation 

can refer to [11]. 

 
' '
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h v

d

v h
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c c
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 
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Here, the range of 𝑟ௗ  is -1 to 1, so it is better to call it 

reduction factor here to show the difference. The FS is revised 

as Eq. (6). 

 
1

d

FS
r

  (6) 

According to this theory, the effective horizontal stress in the 

slope is in the active state when the 𝑟ௗ < 0, in the isotropic state 

when 𝑟ௗ = 0 and in the passive state when the 𝑟ௗ > 0. If the 

absolute value of 𝑟ௗ is greater than 1, i.e., the 𝐹𝑆 < 1, failure 

will occur. This method establishes the relationship among the 

state of the earth pressure on the slope boundary, the stress state 

and the stability of the slope through 𝑟ௗ. 

 

3. CENTRIFUGE TESTS 

(1) Experimental equipment 

The experiment was conducted using the centrifuge in the 

Geotechnical Centrifuge Center, Disaster Prevention Research 

Institute (DPRI), Kyoto University. The centrifuge has an 

effective radius of 2.5 m and the maximum centrifugal 

acceleration is 200g. 

In the tests, two types of soil chambers were used, each with 

a different size. They were made of aluminum alloy fabricated 

with a transparent reinforced glass for visual observation. The 

dimensions of soil chambers A and B were 63×40×30 cm3 and 

63×20×30 cm3, respectively. The aim of changing the size was 

to observe the lateral boundary effect. 

(2) Model description 

The soil model A (see Fig. 1) had two slopes facing each other, 

which allowed for the simulation of different model geometries 

in one test. Both slopes had an inclination of 65°. The slope on 

the left-hand side had a higher bench on the slope toe (7.5 cm) 

while the slope on the right-hand side had a lower bench (3.75 

cm). The benches are marked by the shadows.  

The configuration of gauges is also shown in the figure, 

where 23 earth pressure sensors, 4 laser sensors are installed. In 

the tope view, the circular shape means that earth pressure 

sensor was placed horizontally to measure the vertical earth 

pressure, and the rectangular shape means that one was placed 

vertically to measure the horizontal earth pressure on the wall. 

The soil model B was generally the same as model A except the 

breadth is the half. 

The material used in both models was sieved Hiroshima sand 

taken from Kure Shi, Hiroshima prefecture. Table 1 lists its 

basic properties. The soil model made from this sand was 

adjusted to have a water content of 8% and compaction degree 

of 80%. The shear strength of the soil was measured by constant 

load direct shear tests, resulting in 𝜙 = 31.4°  and 𝑐 =

4.3 kPa. 

The established model A and B are shown in Fig. 2. 

According to Culmann’s method [12] and Mohr–Coulomb 

failure criterion, the model slope is stable because the cohesion 

is dominant in 1g condition. With the increase of the centrifugal 

acceleration, the difference between the driving force and the  

 

 

(a) Front view 

 

(b) Top view 

Fig. 1 Diagram of slope model A (model scale) 

 

Table 1 
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friction along the potential sliding surface gradually rises. When 

it overcomes the cohesion, the sliding occurs.   

(3) Test procedure 

In each case, the horizontal ground was firstly compacted in 

3 cm layers homogeneously until achieving the total height of 

18 cm, then the ground was scraped to form two slopes with the 

bench part. After being installed into the centrifuge, all sensors 

were reset. The slope model was accelerated to 50g firstly, then 

kept in that state for a certain period of time. Next, the 

acceleration was increased by 10g increments each time until 

both sides of the model failed. Finally, the centrifugal 

accelerations were decreased gradually. The failure moments 

were recorded by the high-speed camera. 

 

 

(a) Model A 

 

(b) Model B 

Fig. 2 Established benched slope models (model scale) 

 

4. TEST RESULTS 

(1) Slope sliding 

a) Model A (breadth of 40 cm) 

Both slopes did not fail under 50g. The fist failure occurred 

on left-hand slope at 66g, it was a local sliding on the bench part 

near the glass side (see Fig. 3 (a)). At 69g, second local sliding 

happened on the bench part of the left-hand slope near the 

aluminum side (see Fig. 3 (b)). And around the same time, a toe 

sliding showed up on the right-hand slope near the glass side. 

The toe sliding on the right-hand slope expanded along the crest 

at 77.6g (see Fig. 3 (c)). No more sliding happened until the end 

of the test. The maximum centrifugal acceleration was 90g. 

b) Model B (breadth of 20 cm) 

The 1st toe sliding occurred on the glass side of the right-hand 

slope at 58g (see Fig. 4 (a)), followed by the 2nd sliding on the 

bench of the left-hand slope at 59g (see Fig. 4 (b)). Local sliding 

and toe sliding on the right-hand slope expanded along the crest 

at 80g and 82g, respectively as finally shown in Fig. 4 (c). 

 

 

(a) First sliding 

 
(b) Second and third sliding 

 

(c) Fourth slidng 

Fig. 3 Slope sliding happened in model A 

 

(2) Variation of 𝑟ௗ 

For each slope, two 𝑟ௗ values can be calculated for a given 

height, resulting in eight 𝑟ௗ for one model. For example, in the 

right slope, a horizontal earth pressure sensor (P10 on the center 

line of the model) and two vertical earth pressure sensors (P6 on 

the back wall, P8 on the right wall) are located 6 cm above the 
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bottom of the soil chamber. Combining P10 with P6 and P8 

obtains two 𝑟ௗ.  

a) Model A (breadth of 40 cm) 

The 𝑟ௗ change with respect to the centrifugal acceleration of 

model A is plotted in Fig. 5, with three curves in each subfigure: 

the dotted curve for horizontal earth pressure on the left or right 

wall, the solid curve for horizontal earth pressure on the back 

wall, and the dash curve for their average. Two vertical arrows 

in Fig. 5 (c) and (d) denote the start and expansion of toe sliding 

along the crest, respectively.  

 

 

(a) First sliding 

 

(b) Second sliding 

 

(c) Final state 

Fig. 4 Slope sliding happened in model B 

 

 

(a) 𝑟ௗ calculated from P7, P9 and P11 

 

(b) 𝑟ௗ calculated from P13, P15 and P17 

 

(c) 𝑟ௗ calculated from P6, P8 and P10 

 

(d) 𝑟ௗ calculated from P12, P14 and P16 

 

Fig. 5 𝒓𝒅 with respect to centrifugal 

acceleration of model A 
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At the beginning, each curve decreases from its positive 

initial value with the increase of centrifugal acceleration, which 

means that the slope transforms into the active state from the 

isotropic state or the slightly passive state and becomes more 

and more dangerous. Except the Fig. 5 (c), the solid curve is 

lower than the dotted curve although they have the same trend, 

indicating that the model has a larger deformation near the back 

wall than near the left wall or right wall due to the slope 

movement. The average curve is made due to this uneven 

deformation to depict the overall state of the slope. For each 

slope, the average curves on the lower position (see Fig. 5 (a) 

and (c)) drop slower than that on the higher position (see Fig. 5 

(b) and (d)) because the slope part behind the bench is more 

stable than that above the bench. On the other hand, the curves 

of the right-hand side (Fig. 5 (c) and (d)) decrease faster than 

the left-hand side (Fig. 5 (a) and (b)) in the same height because 

the slope with a lower bench is weaker than the slope with a 

higher bench. Besides, the average curve bounces upwards 

when the toe sliding happens, which is marked by inclined 

arrows in (Fig. 5 (c) and (d)). This mechanism is not obvious 

for the left-hand slope when the sliding is only in the bench part. 

b) Model B (breadth of 20 cm) 

In Fig. 6, 𝑟ௗ  changes with the centrifugal acceleration for 

model B due to the slope movements similar to Fig. 5. The 

average curve of the higher position decreases faster than the 

lower position, and the right-hand slope with a lower bench 

decreases faster than the left-hand slope with higher bench. Fig. 

6 (d) shows a delay between the bouncing back of the average 

curve when toe failure occurred.  

 (3) Comparison between models A and B 

 In section 4. (1), model A experienced total toe sliding 

earlier than model B, with 77.6g and 82g, respectively, 

indicating that the broader slope is less stable than the narrower 

slope. Since both models finally achieved the same lateral 

resistance limited by active earth pressure when 𝑟ௗ approached 

to or exceeded -1; therefore, the lateral resistance per breadth of 

a narrower slope is higher than a broader slope, implying a 

higher factor of safety. 

The vertical displacements at the middle point in the slope 

crest for both models, which developed to 2.5~3 mm resulted in 

an estimated shear strain of 3 mm/(0.5×40 cm)=1.5%  for 

slope model A and 3 mm/(0.5×20 cm)=3% for slope model 

B as shown in Fig. 7. Since active earth pressure is induced by 

the strain release of slope, the average curve of 𝑟ௗ for model A 

in Fig. 5 decreases more slowly than its counterpart in Fig. 6 for 

model B. Due to a larger shear strain, the narrower slope 

underwent the yielding (𝑟ௗ approached to active limit) earlier 

than the broader slope. Note that the LD4 in model A was out of 

range at 77.6g because the target of laser sensor failed down 

caused by the toe sliding but LD4 in model B malfunctioned. 

 
(a) 𝑟ௗ calculated from P7, P9 and P11 

 

(b) 𝑟ௗ calculated from P13, P15 and P17 

 

(c) 𝑟ௗ calculated from P6, P8 and P10 

 

(d) 𝑟ௗ calculated from P12, P14 and P16 

 

Fig. 6 𝒓𝒅 with respect to centrifugal 

acceleration of model B 
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(a) Model A (breadth of 40 cm) 

 

(b) Model B (breadth of 20 cm) 

 

Fig. 7 vertical displacement with respect to  

centrifugal acceleration 

 

5. CONCLUSIONS 

(1) The stability of a benched slope is greatly affected by the 

dimension of the bench. The slope with a higher bench can 

contribute to a more stable slope than a lower bench, even with 

the same bench width. The failure mode of these two types of 

benched slope also varies. For the slope with a lower bench, toe 

sliding is dominant while in those with a higher bench, the 

failure transforms to the bench part. 

(2) Based on the earth pressures inside the slope and on the 

slope boundary, the shear stress reduction ratio 𝑟ௗ  can be 

calculated. This ratio relates the theory of retaining wall to the 

slope stability and can be regarded as a warning sign if the value 

is less than -1. Also, it can indicate failure, especially when it 

bounces upwards around the time of toe sliding although this 

mechanism is not always obvious when the sliding is located in 

the bench part. Nevertheless, 𝑟ௗ  decreased more slowly in 

broader slopes because they underwent lower shear strain, so it 

may not be reliable to compare the failure potential between 

models with different breadths by using only 𝑟ௗ. 

(3) As the experimental results clearly showed that the 

narrower slope model is more stable than the broader slope 

model. Therefore, a three-dimensional failure mechanism of the 

benched slope is needed to predict the condition of slope failure. 
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This study investigates the evolution process of toe sliding failure in a dip slope model with toe support 

on a bedding plane using physical model experiments and particle image velocimetry (PIV) analysis. The 

results show that the toe angle is a crucial factor in slope stability and significantly influences the failure 

mechanism and mode of deformation. The analysis reveals that a reduction in the toe angle results in a 

shift from fore-thrust failure to toe sliding failure, indicating the significant role of this parameter in slope 

stability. The findings provide valuable insights into the factors influencing the evolution of toe sliding 

failure and can help accurately evaluate slope stability analysis.  

Key Words: Toe slope, Dip slope, Particle image velocimetry  

1． INTRODUCTION 

The stability of slopes is an important concern in many 

engineering and geological applications, as slope failures can 

lead to property damage, loss of life, and significant economic 

costs. One common failure mechanism of slopes is toe sliding, 

which occurs when the toe of the slope begins to slide along a 

support surface, leading to instability and collapse. While the 

mechanisms of toe sliding have been studied extensively in the 

literature, there is still much to learn about the evolution process 

of this failure mode, especially for slopes lying on a bedding 

plane with toe support. Understanding this process is critical for 

designing and maintaining stable slopes in various natural and 

man-made environments.  

In this study, we investigate the evolution process of toe 

sliding failure in a dip slope model lying on a bedding plane 

with toe support, using physical experiments and particle image 

velocimetry (PIV). We focus on the influence of the toe angle 

and other key parameters on the failure mechanism and mode of 

deformation of the slope and discuss the implications of our 

findings for slope stability analysis. 

2． METHODOLOGY 

 

 

 

A physical model at 1G was utilized to investigate the 

failure mechanism associated with surcharge loading-induced 

instability of a slope on a bedding plane. As shown in Fig. 1, the 

soil slope model was constructed on a bedding plane and toe 

support, with lateral confinements employed based on the 

methodology proposed by Pipatpongsa et al. (2022) [1]. 

Additionally, a surcharge was installed at the top of the slope to 

induce failure by applying additional weight. A high-speed 

camera was used to record the slope motion during failure, and 

the videography area covered the entire slope model to facilitate 

movement analysis in subsequent stages of the study. 

For the slope stability experiment, silica sand no.6 was used 

as the material for constructing the slope models through the 

compaction method mentioned below: Acrylic plates were 

installed as the bedding plane and lateral supports, as shown in 

Fig. 2. In addition, toe support was covered by Teflon material. 

The surcharge load cart was designed specifically to enable the 

addition of metal weights, as depicted in Fig. 2. The basic 

properties of silica sand no.6 and interface properties on acrylic 

plates are presented in Table 1.  

Once the construction of the slope model was completed, a 

surcharge load cart was installed on the top of the slope. The 
 

Fig. 1 Schematic diagram of the experimental setup 

 
Fig. 2 Experimental installation 
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surcharge weight was incrementally increased by adding metal 

weights until the slope reached its collapse point. In this study, 

12 slope models were tested under varying geometric conditions, 

as shown in Table 2. The research objective focuses on the effect 

of the geometry of the toe support. Therefore, slope angles of 

30º and 50º were studied, considering a change in the toe angle. 

Fig. 3 illustrates the perspective captured by the high-speed 

camera, including the slope angle (α), toe angle (β), thickness, 

and length. 

 

 

Table 2 Geometry conditions of slope model 

Test 

№ 

Thickness 

(mm) 

Length 

(mm) 

Breadth 

(mm) 

Slope 

angle     

α (°) 

Toe 

angle 

β (°) 

A1 

A2 

A3 

60 300 209 

30 

60 

B 40 

C 20 

D 0 

E1 

E2 

50 

40 

F 20 

G1 

G2 
0 

H -20 

3． PARTICLE IMAGE VELOCIMETRY 

During the experiment, a high-speed camera with a resolution 

of 800600 pixels and a frame rate of 200 fps was employed to 

capture the movement of the slope model from one side during 

the loading process. However, due to the limitations of visual 

observation, it was difficult to analyze the recorded video. To 

address this challenge, particle image velocimetry (PIV) was 

proposed as a technique to accurately analyze the movement of 

the slope. In this study, the movement of the slope was analyzed 

using the PIVlab software, which is a MATLAB application 

specifically designed for particle image velocimetry (PIV) 

analysis [2]. It has been demonstrated by Senatore et al. (2013) 

that PIVlab is a reliable tool that can be utilized for granular 

material analysis. The results of the experiment confirm that it 

is possible to accurately calculate soil deformation 

characteristics without the use of markers. Soil velocity 

measurements obtained from PIV analysis can be used to 

calculate the strain fields [3]. 

 

 

 

Fig. 4 illustrates an example of the vector velocity results for 

test A2 obtained from the PIV analysis. The velocity vectors are 

represented by green arrows and define both the direction and 

magnitude of the movement for each frame. To isolate the soil 

model in the image analysis, a mask (red zone) was used to 

eliminate other areas. PIV algorithms typically compare groups 

of pixels within a specific area called an "interrogation window" 

(IW). The optimal size of the IW and frame rate can vary 

depending on the experimental conditions. Senatore et al. 

(2013) recommend an average of 10 particles per IW to 

maximize the accuracy of the PIV algorithm. They also suggest 

that the particle displacement should not exceed 25% of the IW 

length to avoid errors in velocity measurement. In this study, IW 

sizes of 64, 32, and 16 were used as the analysis settings. To 

further improve the accuracy of PIV analysis, these 3 passes 

were used in multi-pass PIV, where the results of each pass were 

used to improve the estimation of IW in the next pass. 

  

Table 1 Basic properties of Silica sand no.6 

Bulk density (γ) 13.68 kN/m3 

Water content (w) 10.0% 

Friction angle (ϕ)  33.2° 

Apparent cohesion (c) 0.57 kPa 

Friction angle of roller cart (ϕr) 6.1° 

Interface friction angle of humid sand on 

acrylic plate (ϕi) 
29.4° 

Interface adhesion of humid sand on 

acrylic plate (ci) 
0.26 kPa 

Interface friction angle of humid sand on 

Teflon plate (ϕt) 
21.0° 

Interface adhesion of humid sand on 

Teflon plate (ct) 
0.03 kPa 

 
Fig. 3 Slope model compacted on bedding plane and 

being confined by two lateral supports 

Lateral acrylic plate

Toe supportAcrylic bed plate

 
Fig. 4 Velocity vectors from PIV analysis for A2 
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(a) Test no. A1 

 
(b) Test no. A2 

 
(c) Test no. A3 

 
(d) Test no. B 

 
(e) Test no. C 

 
(f) Test no. D 

 
(g) Test no. E1 

 
(h) Test no. E2 

 
(i) Test no. F 

 
(j) Test no. G1 

 
(k) Test no. G2 

 
(l) Test no. H 

Fig. 5 PIV analyses for surcharge displacement 2 centimeters 

 

 

 
(a) Test no. C 

 
(b) Test no. G1 

 
(c) Test no. G2 

Fig. 6 PIV analyses for surcharge displacement 10 centimeters 
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4． RESULTS 

Fig. 5 illustrates the displacement vectors of the slope 

movement, where slope angles of 30° and 50° were investigated 

while taking into account a variation in the toe angle. The results 

from PIV analysis show the evolution process of toe sliding 

failure. The movement of the surcharge was fixed by 2cm down 

the slope, to ensure consistency and display the results under the 

same failure condition. Tests A1, A2, and A3 were performed 

with identical geometry conditions, specifically slope angles (α) 

of 30° and toe angles (β) of 60°. The tests resulted in failure due 

to the fore-thrust failure mechanism during the loading process, 

as depicted in Fig. 5(a) to 5(c). Similarly, tests B and C were 

conducted with reduced toe angles of 40° and 20°, respectively, 

and the observed failure mechanism was fore-thrust failure. 

Regarding the slope angle of 50°, tests E1 and E2 were 

conducted under identical geometry conditions (α=50° and 

β=40°) and resulted in failure due to the fore-thrust failure 

mechanism. Additionally, tests F and G were carried out with 

reduced toe angles (β) of 20° and 0°, respectively, and the 

failure mechanism observed was fore-thrust failure. 

Tests A, B, E, and F exhibited fore-thrust failure throughout 

the entire loading process, while in tests C and G, the failure 

mechanism shifted from fore-thrust to toe sliding once the 

surcharge loading displacement exceeded 10 cm (see Fig. 6).  

On the other hand, the results of the last test (D and H) in Fig. 

5(f) and Fig. 5(l) show significant deformation along with slope 

due to sliding at toe, indicating that the toe angle plays a crucial 

role in the overall stability of the slope. 

5． DISCUSSION 

Based on the results of the PIV analysis, it is clear that the toe 

angle is a critical factor in slope stability, as it significantly 

influences the failure mechanism and mode of deformation of 

the slope. Tests A, B, and F consistently showed fore-thrust 

failure until the end of the loading process, indicating the role 

of toe angle in slope stability. Conversely, tests C and G 

exhibited a change in the failure mechanism from fore-thrust 

failure to toe-sliding as surcharge loading displacement 

exceeded 10 cm. Additionally, tests D and H experienced 

significant deformation due to toe sliding failure, further 

highlighting the significance of the toe angle in slope stability. 

These results suggest that the toe angle should be considered as 

an important parameter in slope stability analysis and design. 

The summary of results is illustrated in Table 3.  

To analyze the failure mechanisms based on the experimental 

results, it is important to note that when the sum of the slope 

angle (α) and the toe angle (β) equals 90°, the direction of the 

surcharge loading will be perpendicular to the toe support. In 

such cases, the reaction force acting on the slope will be the 

passive earth pressure. A reduction in toe angle has the effect of 

decreasing passive earth pressure, while simultaneously 

increasing the interface friction between the soil and toe support. 

A slope is susceptible to fore-thrust failure if the sum of the 

slope angles (α) and toe angle (β) is high. Conversely, if a sum 

of α and β is slow, the slope is prone to toe-sliding failure. 
 

Table 3 Experimental results of failure condition 

Test 

№ 

Slope angle     

α (°) 

Toe angle  

β (°) 
Failure condition 

A1 

30 

60 

Fore-thrust 

A2 Fore-thrust 

A3 Fore-thrust 

B 40 Fore-thrust 

C 20 Fore-thrust and Toe-sliding 

D 0 Toe sliding 

E1 

50 

40 
Fore-thrust 

E2 Fore-thrust 

F 20 Fore-thrust 

G1 
0 

Fore-thrust and Toe-sliding 

G2 Fore-thrust and Toe-sliding 

H -20 Toe sliding 

6． CONCLUSION 

In conclusion, this study presents physical model experiments 

that investigate the failure mechanism associated with surcharge 

loading-induced instability of a slope on a bedding plane. The 

utilization of particle image velocimetry (PIV) analysis enables 

accurate measurement and analysis of the soil deformation 

characteristics during the experiment. The results emphasize the 

critical role of the toe angle in slope stability, as it significantly 

influences the failure mechanism and mode of deformation of 

the slope. The findings demonstrate that a reduction in the toe 

angle leads to a shift from fore-thrust failure to toe sliding 

failure, indicating the importance of this parameter in slope 

stability.  

 

ACKNOWLEDGMENT: This work was supported by EGAT 

(Electricity Generating Authority of Thailand).  

REFERENCES 

[1] Pipatpongsa, T. et al.: Stability analysis of laterally 

confined slope lying on inclined bedding plane, Landslides, 

Vol.19(8), pp.1861-1879, 2022. 

[2] Thielicke, W. et al.: Particle Image Velocimetry for 

MATLAB: Accuracy and enhanced algorithms in PIVlab, 

Journal of Open Research Software, Vol.9(1), 2021. 

[3] Senatore, C. et al.: Design and implementation of a particle 

image velocimetry method for analysis of running gear–

soil interaction, Journal of Terramechanics, Vol.50(5-6), 

pp.311-326, 2013.

 

B-09-02 第28回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - B-09-02 -



計算工学講演会論文集 Vol. 28 (2023 年 5 月) 計算工学会

三次元極限平衡理論に基づく広域斜面安定解析
Wide-area Slope Stability Analysis based on Limit Equilibrium Theory

須郷大地 1) 藤田真粹 2)外里健太 3)野村怜佳 4)森口周二 4) 寺田賢二郎 4)

Daichi Sugo, Saneiki Fujita, Kenta Tozato, Reika Nomura, Shuji Moriguchi, Kenjiro Terada

1)東北大学大学院工学研究科（〒 980-8572宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 468-1, E-mail: daichi.sugo.s2@dc.tohoku.ac.jp)
2)東北大学大学院工学研究科（〒 980-8572宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 468-1）

3)八戸工業大学工学部（〒 031-8501青森県八戸市大字妙字大開 88-1）
4)東北大学災害科学国際研究所（〒 980-8572宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 468-1）

Two-dimensional slope stability analysis based on the Limit Equilibrium theory has been widely adopted in
practice, while there has not been sufficient discussion on the applicability of Limit Equilibrium Methods
in three-dimensional condition. In this study, the performance of representative three-dimensional Limit
Equilibrium Methods is investigated with a simple slope model, and then a wide-area slope stability analysis
is conducted considering an actual terrain data. The result indicates that there is no significant difference
among the methods in terms of the comparison with the actual disaster using ROC curves, while there is a
difference in the values of the factor of safety. In other words, there is a possibility that a simple method,
which has the lowest computational cost, can output similar results obtained by other methods by only
changing the threshold of the fator of safety.
Key Words : Limit Equilibrium Method, Wide area, Slope stablibity analysis

1. 緒言
我が国には急峻な山地が広く分布しており，2022年
現在で約 68万ヶ所もの土砂災害の警戒区域が存在する．
令和元年東日本台風（2019年台風 19号）では 952件
もの土砂災害が発生し，台風に伴う災害としては過去
最多となった．こうした豪雨や地震などの土砂災害を
誘発する災害が頻発している一方で，対策予算は限ら
れており，効率的な対策が求められている．
対策の効率化を実現する方法の一つとして数値解析
による斜面の危険度評価がある．近年の計算技術や計
算機能力の急速な向上は，力学計算による斜面安定性
評価への期待が高まっている．こうした社会的要請に
対し，地理情報システム（GIS:Geographic Information
System）上で広域を対象とした斜面安定解析が実施可
能な環境も整ってきている．斜面安定解析には様々な手
法が存在するが，広域を対象とした高度な力学モデル
の適用という観点からは，三次元極限平衡法の実用性
を詳細に検討することが重要である．本研究では，シン
プルな条件下で複数の三次元極限平衡法 [1][2]の斜面
安定評価特性を分析した後，実地形を対象に斜面安定
解析を実施し，手法による結果の違いを分析する．こ
れにより，広域実地形の斜面安定解析に対する各手法
の適用性や特徴を明らかにすることを目的とする．

2. 地表面とすべり面の表現
(1) 地表面の表現
本研究では，地形表現のために国土地理院の数値標
高モデル [3]を用いる．この数値標高モデルは座標値を
もった点群データが 5 mメッシュおよび 10 mメッシュ
で整備されているが，5 mメッシュ情報の整備範囲は都
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図–1 分割された土柱の 4節点

市域や河川流域等に限られているため，それ以外の領
域については 10mメッシュに対して線形補間を行うこ
とによって，5 mメッシュにおける標高値を算出する．

(2) 回転楕円体の設定

図-1に示す分割された土柱の 4節点の x，y方向の平
均標高差をそれぞれ ∆zx，∆zy とし，式 (1)，(2)により
算出する．

∆zx =
(z2 + z3) − (z1 + z4)

2
(1)

∆zy =
(z3 + z4) − (z1 + z2)

2
(2)

本研究では，すべり土塊を図-2のようなすべり方向を
回転軸とする回転楕円体によって切り取られる領域と
して仮定し，図-3のように地面と回転楕円体の交差面
をすべり面とする．検討する楕円体の三軸方向単位ベ
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図–2 回転楕円体と三軸方向ベクトル
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図–3 仮定されるすべり面と分割要素

クトルを式 (3)，(4)，(5)により算出する．

un =
−(∆zx,∆zy,∆z2

x + ∆z2
y)

|(∆zx,∆zy,∆z2
x + ∆z2

y)| (3)

wn =
(∆zx,∆zy,−1)
|(∆zx,∆zy,−1)| (4)

vn = un × wn (5)

ここで，un は地表面上の勾配の最も大きい方向を示す
単位ベクトル，wnは地表面の単位法線ベクトルである．
以上 3つの単位ベクトルのうち，un を回転楕円体の回
転軸として，楕円体の形状を変化させながら，対象と
する斜面の法線方向 (wn方向)に楕円体中心を移動させ
ることにより複数のすべり面を検討し，最小となる安
全率とそのすべり面の位置を記録する．

3. 安全率の算出
極限平衡理論に基づくと，安全率 FはMohr-Coulomb
の破壊基準の式から以下のように定義される．

F =
1
T
{cA + (N − uA tan ϕ)} (6)

ここで，T はせん断力，cは粘着力，Aはすべり面の面
積，Nは垂直力，ϕは内部摩擦角である．以降では，分
割土柱に作用する力として，図-4に示すようなせん断力
Ti j = Ti j ti j，垂直力 Ni j = Ni jni j，重力Wi j = Wi j g，土
柱間内力 ∆Qi j の 4つを考える．∆Qi jについては，図-5
に示すように，手法によって定義が異なる．また，指標
iおよび jは土柱の分割に関係する 2方向を意味する指
標であり，表記が煩雑となるため以降では省略する．
式 (6)から導出される安全率は，斜面角度が大きく間
隙水圧が発生する場合には負の値になるという問題が
存在する．そこで，二次元問題においてこれを解決し
た手法として知られる修正 Fellenius法 [4][5]の考え方
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図–4 分割土柱に作用する力
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図–5 各手法の内力に関する仮定

に従い，式 (6)を修正すると式 (7)が得られる．本研究
では，式 (7)を用いて安全率を算出する．

F =
1
T
{cA + (N − uA(n · g)2) tan ϕ} (7)

斜面安定を考える際，すべり体全体で満たすべきつ
り合い式は，モーメントのつり合い，鉛直方向の力の
つり合い，水平方向のつり合い式の 3つであり，これ
らをベクトルを用いて表記したものをそれぞれ式 (8)，
(9)，(10)に示す．∑

(rb × T + rb × N + rg ×W) · vn = 0 (8)∑
(T + N +W) · g = 0 (9)∑
(T + N +W) · h = 0 (10)

ここで，rb は楕円体中心から土柱のすべり面までの位
置ベクトル，rg は楕円体中心から土柱の重心までの位
置ベクトル，hはすべり方向の水平方向単位ベクトル
である．次項より，上記の式 (8)，(9)，(10)のいずれか，
もしくはすべてをつり合い条件とした 4つの手法につ
いて詳述する．

(1) Hovland法
Hovland法では土柱間内力 ∆Qi j を無視して計算を行
う．そのため，式 (8)のみを満たすように安全率の算出
式が導出され，シンプルな計算で安全率を求めること
ができる．

(2) 三次元簡易 Bishop法・三次元簡易 Janbu法
図-5 のように内力を仮定することで，三次元簡易

Bishop 法では式 (8) と式 (9) を満たすよう，三次元簡
易 Janbu法では式 (9)と式 (10)を満たすよう安全率の
算出式が導出される．導出される式は，未知数 F と η
を持つ非線形連立方程式であり，Newton-Raphson法に
よる収束計算から求解する．
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(3) 三次元 Spcencer法
三次元 Spencer法においても図-5に示すように内力
を仮定することで，式 (8)，式 (9)，式 (10)を満たすよ
う安全率の算出式が導出される．これらの式は，未知
数 F，η，δを持つ非線形連立方程式であり，こちらも
Newton-Raphson法による収束計算から求解する．

4. 単純斜面での数値計算例
(1) 参照解との比較
本研究において構築した手法の妥当性を確認するた
め，鵜飼らが解析を行った斜面モデル [2][6]を用いて
各手法の安全率の算定を行い，参照値との比較から検
証を行った．結果をまとめた表-1から，本研究におい
て算出された安全率が非常に良い精度で参照解（鵜飼
ら [2]）と一致していることが確認でき，本研究で構築
した手法が妥当であることが確認できる．

表–1 参照解との安全率の比較
鵜飼ら [2] 本研究

Hovland 1.662 1.658
Bishop 1.851 1.852
Janbu 1.736 1.737

Spencer 1.849 1.850

(2) 斜面角度とすべり面による安全率の変化
図-6に斜面角度が 30◦から 60◦の単純斜面において，
楕円体を地表面の法線方向に移動させたときの安全率
の変化を示す．なお，回転楕円体の長半径は 75 m，短
半径は 50 m，粘着力は 11.8 kPa，内部摩擦角は 30◦，単
位体積重量は 18.8 kN/m3とした．図-6から，楕円体す
べり面の条件においては，三次元簡易 Bishop法が大き
い安全率を算出する傾向があることが示された．また，
三次元 Spencer法は，最も多くのつり合い条件を満たす
極限平衡法であることから本来力学的に高度なモデル
であるが，図-7に示すように，全ての手法で同様の初
期値を用いて収束計算を行うと，本来期待されない値
に収束するなど，非常に不安定な挙動を示すことが確
認された．そのため，広域実地形における適用は難し
いと判断し，これ以降の解析では用いないこととした．

(3) 間隙水圧の取り扱いによる安全率の変化
式 (6)と式 (7)を用いて粘着力 0 kPa，内部摩擦角 30◦，
土の単位体積重量 22.5 kN/m3の条件で解析を行った結
果を図-8に示す．式 (6)による安全率を破線，式 (7)に
よるものを実線で示した．図-8より，負の安全率を算
出してしまう不適切な挙動を解消していることが確認
できる．

5. 広域実地形への適用
本研究では，令和元年東日本台風により多くの土砂災
害が発生した宮城県丸森町を対象として斜面安定解析を
行う．土質条件については，Dolojanら [7]が用いたも
のと同条件とし，地下水は完全飽和条件とした．また，
実際の崩壊分布と解析から得られる危険箇所分布の比較
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図–6 安全率の変化 (r1 = 75，r2 = 50)
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図–7 同様の初期値を用いた場合の安全率の変化
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図–8 間隙水圧の取り扱いによる安全率の変化

を行うため，ROC(Receiver Operating Characteristic)曲
線を用いた比較を行う．危険と判定する安全率の値を
1.0以外で複数検討し，それぞれの安全率の値において
TPR(True Positive Rate)および FPR(False Positive Rate)
を求め，縦軸に TPR，横軸に FPRをとることで ROC
曲線を描く．TPRと FPRはそれぞれ次式で表現される．

TPR =
TP

TP + FN
(11)

FPR =
FP

FP + TN
(12)

ここで，TP，FP，TN，FNは各評価点の状況であり，次
のように分類される．
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1. TP(True Positive):実際の崩壊箇所において解析結果
でも危険箇所と判定

2. FP(False Positive):実際の非崩壊箇所において解析
結果では危険箇所と判定

3. TN(True Negative):実際の非崩壊箇所において解析
結果でも安全箇所と判定

4. FN(False Negative):実際の崩壊箇所において解析結
果では安全箇所と判定

Hovland法，三次元簡易Bishop法，三次元簡易 Janbu
法により算出された安全率をマッピングしたものをそ
れぞれ，図-9，図-10，図-11に示す．安全率分布の縦軸
と横軸は，国土地理院平面直角座標 X系によるもので
ある．また，これらの結果から ROC曲線をプロットし
たものを図-12に示す．

図–9 Hovland法による安全率分布

図–10 三次元簡易 Bishop法による安全率分布

図–11 三次元簡易 Janbu法による安全率分布

図-12から，全ての手法がほぼ同じ曲線を描いてるこ
とが確認できる．このことから各手法の危険判定を行
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図–12 ROC曲線を用いた比較

図–13 Hovland法による安全率分布 (F < 0.6)

図–14 三次元簡易 Bishop法による安全率分布 (F < 0.7)

図–15 三次元簡易 Janbu法による安全率分布 (F < 0.7)

う安全率の閾値を変更することで，同様の危険箇所を
抽出することが可能であると言える．このことを視覚
的に確認するため，実際に各手法の TPRが 1に到達す
る安全率の値を閾値として安全率をマッピングしたも
のを図-13，図-14，図-15に示す．これらの図からも各
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手法で，同等の危険箇所を抽出していることが確認で
きる．この閾値の設定については，土質定数，地下水の
条件，すべり面の設定方法など，様々な要因に左右され
るものであるが，Hovland法などの低コストな手法で，
より高度な手法と同精度で危険箇所を抽出できること
は，広域という計算コストが重要な課題となるテーマ
においては大きなメリットとなる．ただし，この傾向
は，本研究で実施した計算条件の範囲内で確認された
ものであり，知見の一般化のためにはさらなる研究が
必要である．

6. 結言
本研究では，三次元極限平衡理論に基づく複数の手
法の特徴を分析し，広域実地形における解析を実施し
た．広域における解析では，算出される安全率の値に
違いは生じるが，安全率の閾値次第で，計算コストの
低い手法で，より高度な力学モデルに基づく手法の危
険箇所を再現可能である可能性が示唆された．ただし，
この閾値の設定については，土質や地下水面，すべり
面の設定などの不確定要素を多く含むものであり，今
後の検討課題である．
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Multiple unsaturated slopes were tested under the same seepage and rainfall infiltration to obtain 

measurement errors in centrifuge testing. Finite Element Modelling was carried out to validate and 

compare with the experimental results. The effect of the magnitude of observation noise on the accuracy 
of parameter estimation was discussed by employing the particle filter technique. 

Key Words : Particle filter, Numerical validation, Unsaturated slope, Observation noise 

1． はじめに 

近年，地盤工学分野において地盤情報の不確かさを考

慮するために現場観測データから地盤情報を確率的に推

定するデータ同化が行われている[1]．データ同化による

地盤情報の推定には解析と観測の差を表した観測ノイズ

と呼ばれる情報を事前に設定する必要があるが，適切な

観測ノイズの設定には，解析結果と観測結果とともに不

確かさの定量化が要求される．観測ノイズには，観測機器

の特性に起因する測定誤差とシミュレーションモデルの

不備分が寄与するモデル化誤差（表現誤差）がある[2]．

一方で，実地盤において同外力条件下での観測データの

複数回取得はほぼ不可能であるため，測定誤差およびモ

デル化誤差の定量的な評価は難しく，観測ノイズの設定

は研究者の経験的判断に任せられている．そこで，本研究

は不飽和斜面の浸透・破壊挙動を対象に遠心模型実験を

行い，各挙動の測定誤差の定量化を行う．その後，実験と

解析の多数対多数の比較による解析モデルの妥当性確認

を行い，各挙動のモデル化誤差の定量化を行う．データ同

化手法の一つである粒子フィルタを実施し，観測ノイズ

の大きさがパラメータ推定精度に与える影響を確認する. 

2． 遠心模型実験による測定誤差の定量化 

遠心模型実験には京都大学防災研究所の遠心力載荷装

置を使用した．斜面の材料としてまさ土を使用した．表-

1にまさ土の材料特性を示す．気乾状態のまさ土に含水比

調整（w=10%）を行い，土内部の水分量を均質化するため

に24時間静置した．その後，斜面内の乾燥密度が1.48 

Mg/m3となるように1層ずつ締固めた（計11層）．各層の

厚みは20 mmである．斜面を所定の形状に成形することに

より，完成とする．図-1に実験模型概要図を示す．間隙水

圧計はP1からP8までの8点，変位測定用マーカーは30点設

置した．遠心加速度が50 Gに到達後，水位調整タンクから

斜面上部に水を供給し，浸透実験を開始する．浸透実験終

了後，降雨用ノズルから25 mm/hの雨を緩傾斜部分に供給

し，降雨実験を開始した．降雨実験中は，斜面上部に水を

供給し続けている．降雨開始後，斜面崩壊が発生した時点

で実験を終了した．以上の実験条件を統一し，5回の遠心

模型実験を実施した． 

各実験の降雨開始時点を0 sとし，-100 sから150 sまで間

隙水圧および水平変位の値を比較した．図-2に浸透実験終

了時の間隙水圧分布を示す．P6からP8の斜面上部では正

の間隙水圧が発生していない一方で緩傾斜から急傾斜に

変わるP3付近で水がたまることがわかる．不飽和斜面上

部において，サクションの影響が小さい間隙水圧計付近

を通らない水みちが形成されたためと推測する．P3付近

で水がたまる原因として，排水スリットからの排水が速

やかに行われなかったからだと考えられる．浸透・破壊挙

動における測定誤差検討の一例として，図-3にP3の間隙

水圧の時刻歴，図-4にM13の水平変位の時刻歴を示す．図

中の凡例の末尾の数字は実験ケース番号を示している．

図-3，図-4に示す間隙水圧および水平変位の時刻歴より，

水平変位のばらつきは間隙水圧と比較して，浸透実験か

ら降雨実験にかけて増加していることがわかる．斜面の

不均一性や浸透量のばらつきによって，各実験ですべり

面の位置が異なったため，水平変位のばらつきは浸透実

験から降雨実験にかけて増加したと考えられる． 
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3． 不飽和斜面の浸透・破壊挙動における解析モデ

ルの妥当性確認 

(1) 数値解析手法 

数値解析には，多孔質体理論に基づく動的有限要素解

析手法を適用する[3]．空間離散化には有限要素法を，時

間離散化には後退差分法を用いている．土の構成式の応

力計算は陰的応力積分に基づいており，非線形となる基

礎式とともに Newton-Raphson 法を用いて，各計算時間

ステップにおける解を求めている． 

(2) 数値解析条件 

解析に用いた有限要素モデルを図-5に示す．モデルは斜

面と排水スリットをモデル化し，基盤は考慮していない．

斜面の構成式には弾性関係に拘束圧依存性を考慮した修

正Cam-Clay モデルを，排水スリットにはneo-Hookean モ

デルを適用した．サクションと飽和度の関係を与える水

分特性曲線にはvan Genuchtenモデルを用いた．材料パラ

メータは遠心模型実験で用いた材料（まさ土）の土質試験

で得られた値を参考に設定した．節点数は1475 で要素数

は452 である．変位境界条件として，モデルの下端は全節

点固定，右側面から4列は図-5に示す通り同一深度の節点

の変位を等しく拘束している．水理境界条件として，排水

スリット設置位置に水圧0 kPa を設定し，それ以外を非排

水境界条件とした．空気境界条件として，斜面表面に間隙

空気圧ゼロの条件を与えた．遠心模型実験に準じて1) 自

重解析2) 浸透解析3) 降雨解析の3 段階に分けて再現解

析を行った．浸透解析では，斜面の右下端にケース1で得

られた水位調整タンクの時刻歴の水頭変化を与えた．降

雨解析では，緩傾斜部に25 mm/hの雨を与えた． 

計算時間増分は1.0 秒で1) 自重解析（960ステップ）2) 

浸透解析（2241ステップ）3) 降雨解析（60ステップ）の

計3261ステップで解析を行った．後退差分法を用いたた

め，時間積分係数γ=1.0，β=0.0とした．全ての解析過程

で準静的解析とした．収束判定誤差は，土骨格変位と間隙

水圧に関する残差ノルムが1.0×10-12未満を満たすことと

した． 

(3) 浸透挙動における解析モデルの妥当性確認 

浸透解析では，斜面と排水スリットの透水係数のばら

表-1 まさ土の材料特性 

 
 

 

 
図-1 実験模型概要図（単位：mm） 

 

 

図-2 浸透実験終了時の間隙水圧分布（単位：kPa） 

 

 
図-3 P3の間隙水圧の時刻歴 

 

パラメータ 記号 値

D50,D30,D10 (mm) 0.83, 0.32, 0.15

土粒子密度 ρs      (Mg/m
3
) 2.65

最大乾燥密度 ρdmax (Mg/m
3
) 1.76

最適含水比 wopt   (%) 15.5

飽和透水係数 k       (m/s) 4.0×10
-5

SWCCパラメータ α,n,m 0.41, 2.2, 0.55

内部摩擦角 ϕ       (° ) 40

粘着力 c       (kPa) 0

M13

P3

:間隙水圧計

:マーカー

水位調整タンク

排水タンク

降雨用ノズル

排水スリット

P5

P1
P2

P3
P4

P5
P6

P7
P8

7.42

11.68
3.15

1.00

 図-4 M13の水平変位の時刻歴 
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つきを考慮した．透水係数のばらつきを考慮した解析を

1000ケース行い，透水係数のばらつきによる解析上の間

隙水圧のばらつきを取得した． 

浸透解析終了時のP3およびP5の実験・解析の間隙水圧

のヒストグラムを図-6，図-7に示す．実験・解析ともに間

隙水圧のばらつきは小さいが，実験と解析の平均値の差

が7.64 kPaと大きいことがわかる．間隙水圧の過小評価は，

排水スリットの透水係数および排水境界の設定が要因と

して考えられる．解析上では，浸透流の排水が速やかに行

われるのに対して，実験では排水に時間がかかるため，緩

傾斜から急傾斜に変わるP3付近で水がたまったと推測さ

れる．また，解析では水みちの影響を考慮できていないた

め，P5では過大評価している． 

(4) 破壊挙動における解析モデルの妥当性確認 

降雨解析では，不飽和降伏曲面のパラメータであるR*

を求める際に必要な材料パラメータacのばらつきを考慮

した．材料パラメータacは，未知であるため最小値amin
c =

0.004，最大値amax
c = 0.015 として一様分布を仮定し，パ

ラメータ組を500組発生させた．  

降雨開始後60sのM13の水平変位のヒストグラムを図-8

に示す．水平変位は，浸透実験・解析終了時の変位量を0 

mmとして比較している．数値解は実験値よりも過小評価

する傾向にあり，平均値同士を比較すると0.52 mmの差が

あった．水平変位の過小評価は，材料パラメータセットお

よび解析モデルが再現できない部分や解析で設定した降

雨強度が原因として考えられる．材料パラメータセット

が比較的表層部分で変形が発生するセットだった可能性

がある．本研究では，降雨はすべて浸透すると仮定し，表

面流を考慮しなかったため実際には浸透しない降雨まで

供給した結果，斜面表面まで水位が上昇し緩傾斜表層部

のみ変形が大きくなったと考えられる． 

 

 

4． 粒子フィルタによる不飽和斜面の浸透挙動に

おけるデータ同化 

(1) データ同化条件 

同定するパラメータとして，解析モデルの妥当性確認

でばらつきを考慮した斜面の透水係数と排水スリットの

透水係数を選定した．データ同化に用いる粒子数は1000

組とし，パラメータ組は浸透挙動における解析モデルの

妥当性確認で使用した組を用いた．観測データとして，5

回の同一条件下での遠心模型実験より得られた間隙水圧

4点（P2~P5）の各平均値を用いた． 各観測点から得られ

るデータのノイズは互いに独立と仮定し，尤度計算に必

要となる分散共分散行列には，遠心模型実験より得られ

た各測定点の各時刻における標準偏差を設定した． 

(2) 浸透挙動における透水係数のパラメータ同定結果 

斜面の透水係数の重み分布性状（-25s時点）を図-9に示

す．斜面の透水係数は，間隙水圧に対して，感度が高いた

め重みが集中していることがわかる． 

(3) 同定パラメータを用いた浸透解析結果 

-25s時点の同定パラメータを用いた解析結果とP3の実

験結果の間隙水圧の比較を図-10に示す．なお，本文にお

ける同定パラメータとは，各時刻における重み付き平均

値を意味する．E85_aveが同定パラメータを用いた要素間

隙水圧の時刻歴，E85は，事前分布の透水係数の平均値を

用いた要素間隙水圧の時刻歴を示す．重み付き平均値を

用いても実験と解析の間隙水圧は一致していないことが

わかる．図-6および図-7の浸透実験終了時の間隙水圧の実

 
図-5 解析に用いた有限要素モデル 

 

図-6 P3 での間隙水圧の実験と解析のヒストグラム 

 

 

図-7 P5 での間隙水圧の実験と解析のヒストグラム 

 
図-8 M13 での水平変位の実験と解析のヒストグラム 
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験と解析のヒストグラムより実験を再現できる解析ケー

ス（粒子）が存在しないため，同定パラメータを用いた再

解析において，実験を再現できなかったと考えられる．こ

の結果から，透水係数のばらつきから解析モデルを用い

て求められた解析上の間隙水圧のばらつきが実験のばら

つきを表現できていない場合は，パラメータ同定が難し

いことがわかった． 

5． 粒子フィルタによる不飽和斜面の破壊挙動に

おけるデータ同化 

(1) データ同化条件 

同定するパラメータとして，破壊挙動の妥当性確認で

ばらつきを考慮した材料パラメータacを選定した．デー

タ同化に用いる粒子数は500組とし，パラメータ組は破壊

挙動における解析モデルの妥当性確認で使用した組を用

いた．観測データとして，5回の同一条件下での遠心模型

実験より得られた水平変位6点の各平均値を用いた．各観

測点から得られるデータのノイズは互いに独立と仮定し，

尤度計算に必要となる分散共分散行列には，遠心模型実

験より得られた各測定点の各時刻における標準偏差を設

定した．データ同化は，降雨開始後60sで1回行った． 

(2) 破壊挙動におけるacのパラメータ同定結果 

測定誤差のみを考慮した材料パラメータacの降雨開始

後60sの重み分布性状を図-11に示す．材料パラメータacは，

すべての粒子がほぼ同じ重さをもっているため，適切な

パラメータ推定ができていないといえる．これは，図-8よ

り実験値のばらつきは大きいが，解析値は実験値のばら

つきの範囲内である．しかし，材料パラメータacのばらつ

きによって求められる解析の水平変位のばらつきの幅が

小さいため，水平変位で実験値と解析値による尤度計算

を行った場合，各粒子の重みの違いが生じなかったと考

えられる．また，浸透挙動同様，同定パラメータを用いた

降雨解析は実験を再現できなかった． 

 

 

 

6． まとめ 

不飽和斜面の浸透・破壊挙動を対象に遠心模型実験，解

析モデルの妥当性確認，粒子フィルタを実施し，各挙動の

測定誤差およびモデル化誤差の定量化，観測ノイズの大

きさがパラメータ推定精度に与える影響を確認した．同

一条件下で5回実施した遠心模型実験では，浸透・破壊挙

動にかけて間隙水圧のばらつきは小さい一方で，水平変

位のばらつきは増加することがわかった．妥当性確認お

よびデータ同化よりモデル化誤差，すなわち実験と解析

の差が大きい場合，実験を再現できる解析ケースが存在

せず，パラメータ同定および同定パラメータを用いた再

解析は実験を再現することができない． 
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図-9 -25s における斜面の透水係数の重み分布性状 

 

 

図-10 -25s 時点の同定パラメータを用いた解析結果

と P3 の実験結果の間隙水圧の比較 

 
図-11 acの降雨開始後 60s の重み分布性状 
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This study confirms the applicable conditions under three-dimensional conditions for the problem of 

geologic boundary identification by inverse analysis using ground excavation displacement. In order to 

conduct a fundamental study, the observed data were generated by numerical analysis, and a linear elastic 

material model was assigned. Assuming that the geologic boundary is planar, identification experiments 

were conducted for several correct solutions. As a result, it was confirmed that the identification accuracy 

varied greatly depending on the position and angle of the geologic boundary surface of the correct solution. 

Key Words : Inverse Analysis, Geological Boundary Surface, Excavation Analysis  

1． はじめに 

トンネルなどの地下構造物の施工時において，施工箇

所の観察結果や変位計測結果，地山探査技術，数値解析な

どを用いて事前設計の妥当性を評価し，対策を講じるこ

とで，より安全かつ合理的，経済的な設計・施工を目指す

情報化施工が行われている． 

このトンネル情報化施工では，掘削により崩落などの

危険を生じうる軟弱層や断層破砕帯の分布を突入前に把

握し，対策を講じることが重要である．これにより，支保

や施工法を検討することができ，地山挙動把握のための

解析モデル更新へと役立てることも可能である． 

掘削対象地山の地質調査は，施工前の文献調査やボー

リング調査，地質踏査，弾性波探査などにより行われる．

近年，施工中における地質調査技術が多くの建設現場で

採用されるようになり，削孔エネルギーや弾性波探査を

用い，地質分布を把握しようとする試みが増えている．こ

れらの技術は，調査箇所の現実に即した地質性状の把握

が可能であり，地山の地質状況を知るために効果的であ

る．一方で，調査箇所の部分的な硬軟の影響を受ける可能

性があり，工期やコストの観点から高頻度での実施も困

難である． 

地下構造物の施工時には，日常的な施工管理として地

山の掘削変位計測を行う．これにより得られる変位は平

均的に見た地山の地質状況を反映していると考えられる．

そこで計測変位と数値シミュレーションを組み合わせた

データ同化などの逆解析手法を用いることにより，部分

的な地質性状に左右されず，より平均的な地質性状を推

定することが可能と考えられる．ただし，この手法では，

実際の地質分布と差異を生じ易いことが想定されるため，

前述のような調査手法と併用し，複合的に解釈すること

が重要であることを強調しておく． 

これまで，トンネルの計測変位を用いた地山物性の同

定解析に関する研究が多く行われており[1]~[5]，近年は

計算機性能の向上により，三次元掘削解析モデルを用い

た同定解析や，計測誤差やモデル誤差を考慮可能なデー

タ同化解析に関する報告がされている[6]．その一方，地

質分布や地質境界面を逆解析により同定することを試み

た研究は少なく[7]~[9]，現実的なオーダーの計測誤差や

変位を用いた場合の適用範囲を調べたものは見当たらな

い． 

本研究は，地山の平均的な性状を表しうるトンネル壁

面の計測変位を観測データとして用い，地質境界面を逆

解析により同定する手法の構築と適用性を確認すること

が目的である．また，構築した最適化手法の検証のために，

観測データは正解のモデルを用いた数値解析により作成

し，現実的なオーダーの誤差を付与した．また，いくつか

の正解の地質分布に対して，同定実験を実施し，ケースご

とに正解の地質境界面との誤差を定量化することで，適

用範囲の確認を行った． 

2． 数値解析手法 

本節では，地質境界面を同定するための最適化問題の

設定を行う． 

(1) 地質境界面のモデル化 
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 実際の地質は，図- 1(a)に示すように，地殻変動や堆

積過程により湾曲していることが一般的である．  

本研究では，図- 1(b)に示すように物性の異なる二種類

の地質1，2が存在し，その地質境界面が平面であると仮定

して，以下のような数式で表現する． 

 

 0ax by cz d+ + + =  (1) 

 

ただし，式(1)は両辺の定数倍により，同じ平面に対し

て無限通りの定数の組み合わせを取りうる．本研究では，

最適化問題を解くことで式(1)の係数を同定するため，解

に一意性を持たせることが必要であることから， 1c = と

した．この場合， 0c = となる平面を表現できないため，

本研究の検討ではそのような解が予想される観測データ

を用いないことにする．また，式(1)の係数に関する理解

のしやすさのため，平面が座標軸となす角度を用いて

tana = ， tanb = と置き換えると， 

 

 ) (tan ) 0(tan x y z d + + + =  (2) 

 

のように表現可能である． 

(2) 最適化問題における不連続性の緩和 

パラメータ同定のための最適化問題における目的関数

は，観測変位と解析変位との誤差ノルムであり，その最小

化問題を考える．勾配法に基づく最適化アルゴリズムに

よりこれを解き，地質境界面の方程式における係数（設計

変数，同定変数）を同定するためには，目的関数が設計変

数に対して連続で微分可能であることが必要である．そ

こで本研究では，文献[7]を参考に，地質境界面の両側で

物性が連続的に変化するように地質物性値の不連続性の

緩和を行う．以下では，一般性を考慮して式(1)に基づい

て定式化を行うが，式(2)を用いた場合も同様である． 

まず，数値解析における有限要素の中心座標
c c c c( , , )e e e ex y z=x と地質境界面との符号付き距離（レベルセ

ット関数）は，以下のように表される． 

 

 
2 2 2

c c c

e e
e

eax by cz

b c

d

a


+ +
=

+

+

+
 (3) 

 

なお，地質境界面の方程式，有限要素の中心座標 c

ex ，

符号付き距離 e はそれぞれ図- 2(a)の通りである．  

また，地質境界面の方程式の近傍における符号付き距

離 e の分布は，図- 2(b)のようになり，境界面上で 0e = ，

地質1の領域で 0e  ，地質2の領域で 0e  をとる．これ

を用いて，地質分布の連続なラベル関数を以下のように

定義する． 

 

2

2 2

2

0 ( )

1 15 5 3
( ) ( )

2 16 8 16

1 ( )

e e

e

e
e e

e

w

H w w

w

w w w



  
 



 −


  
= + − − −     

 



 



 

 (4) 

 

このラベル関数 ( )eH  は，図- 2(c)に示すように， 0e  の

ときに ( ) 1eH  = ， 0e  のときに ( ) 0eH  = へとマッピン

グし，遷移幅 w で滑らかに遷移するような関数である．

つまり，ラベル関数が1のときにその領域は地質1の領域

であり，0だと地質2の領域となるため， ( )eH  を用いて地

質のラベル付けを行うことができる． 

 次に，地質物性のヤング率については，以下のような式

で表現が可能である． 

 

 1 2( ( )) (1 ( )) ( )e e eE H E H E H  = − +  (5) 

 

ただし，E はある領域におけるヤング率，インデックス 1

と 2 は，地質 1 と 2 のヤング率に対応する．式(5)を用い

た地質物性は，ラベル関数 ( )eH  と同様に，地質境界面の

両側で遷移幅 wで滑らかに遷移する関数となる． 

(a) 地質境界面と各変数 (b) 地質境界面と の関係 

(c) 地質境界面と の関係 

図- 2 地質境界面と ， の関係 

 

(a) 実際の地質境界面 (b) モデル化した地質境界面 

図- 1 地質分布と地質境界面 
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(3) 最適化問題の設定 

本項では，地質境界面同定のための最適化問題の設定

を行う．本研究では以下のような目的関数の最小化問題

を考える． 

  

 ( )
1

sim

0

obs

1

min
1 n pp

i i

i

f
n

u u
=

=


−

 
 


x
 (6) 

 

subject to    sim ext ,=Ku f  (7) 

 

 

 

,

,

,, ,

u

u

u

l

l

l dd d

d 

  

  

=

 

 

 

x

 (8) 

 

ここで，式(6)は目的関数であり， n は変位計測点数×

節点自由度数， sim

iu ， obs

iu はそれぞれシミュレーションに

よる解析変位と観測変位，p はノルムのべき乗数（偶数）

であり，本研究では 2p = を設定する．式(7)は平衡方程式

で， K は剛性行列， ext
f は外力ベクトルである．式(8)は

設計変数（同定パラメータ）であり，式(2)でモデル化し

た地質境界面の変数 ，，d の三つとし，これらを同定

する．ただし，設計変数には下限値と上限値を設けている． 

(4) パラメータ同定問題の構成 

一般的に，地下構造物施工時における岩盤のパラメー

タ同定問題の構成は，図- 3(a)に示すように，計測により

得られるトンネル壁面変位等の観測データと，数値モデ

ル（シミュレーション）から得られる数値データとが近づ

くように逆解析を行い，地質物性などのパラメータを同

定する．これを本研究に当てはめると，観測データとして

トンネル壁面変位を用い，同定パラメータには地質境界

面の定数  , , d =x を設定することになる．ここでは，

構築した最適化手法の検証のために，図- 3(b)に示すよう

に，正解の地質境界面の定数を設定した正解の数値モデ

ルをあらかじめ用意し，その数値解（真値）に任意の観測

誤差を付与した疑似的な観測データを作成し，逆解析を

実施した．このような方法を双子実験と呼び，得られた同

定パラメータと正解とを比較することで，誤差の計算が

可能であるため，本研究ではこの方法を採用している．な

お，観測誤差 errw は，平均 0，分散 2

err （標準偏差 err ）の

正規分布に従う乱数により生成した． 

3． 地質境界面同定の誤差検証 

本節では，三次元モデルを用いたトンネルの切羽（トン

ネル掘削最先端の掘削面）の前方に位置する，軟弱な鉛直

地層との地質境界面同定の誤差検証を目的とし，いくつ

かの条件で同定計算を行った．  

(1) 解析モデルの設定 

解析モデルは，図- 4に示すメッシュを用いた．計算負

荷低減を目的として，掘削部周辺のメッシュが細かくな

るようにしている．また，今回の問題設定では式(4)の地

質ラベルが有限要素ごとに定義されるため，地質分布は

有限要素単位で表現されるが，以下の検証では正解とす

る地質境界面を掘削部付近に設定しているため，図- 4に

示すメッシュにより十分に地質分布や地質境界面を表現

可能であると考える．境界条件は，モデル端面の法線方向

を固定し，それ以外の方向は自由とした．また領域内に地

山の初期地圧を初期応力として与え，掘削解析を実施し

た．掘削部はモデル内トンネル延長の半分である100m分

を設定し，変位観測点と観測断面位置は図- 4の右側のよ

うに設定した． 

表- 1 動作検証に使用したパラメータ 

パラメータ名 値 

ans  15 deg 

ans  5 deg 

ansd  -5 m 

ini  0 deg 

ini  0 deg 

inid  0 m 

1E  1 GPa 

2E  3 GPa 

  0.2 

ini  6 MPa 

err  1 mm 

 

(a) 一般的なパラメータ同定問題 

(b) 本研究で実施するパラメータ同定問題（双子実験） 

図- 3 同定問題の構成 

 図- 4 使用した解析モデル 
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(2) 同定問題の動作検証 

正解の地質境界面のパラメータを同定するにあたり，

式(6)~(8)で設定した最適化問題が適切であるかを確認す

るため，動作検証を行った．使用した設定パラメータは表

- 1 に示した． ここで，
ans ，

ans ，
ansd は正解とする地質

境界面のパラメータ（それぞれ地質境界面の x 軸からの

傾き，y 軸からの傾き，z 切片の符号を反転させた値を意

味する），
ini ，

ini ，
inid は ，，d 同定時の初期値， 1E ，

2E は地質 1，2 のヤング係数， は地質のポアソン比，

ini は等方性の地山初期地圧（圧縮側を正）を表す．また，

材料モデルには線形弾性体を用いた．なお，同定パラメー

タは ，，d の三つとした．観測値の最大変位は p4-1 の

z 方向変位（天端沈下）で 29.0 mm である．また真の変位

に与えた観測誤差の統計量
err は， 

 

 
err 1.0/ 29.0 3.45[%]100


= 

標準偏差

最大変位
 (9) 

 

程度である．図- 5(a)は最適化による目的変数値の推移で

単調に減少しており，最適化が良好に行えていることが

わかる．図- 5(b)は同定変数の推移であり，いずれの同定

変数も最適化の最終ステップでは正解値へと近づいてい

る．しかし，最適化途中において，各同定変数は単純に正

解値へと近づかず，最適化問題における目的関数の性質

が，複雑であることが示唆された．  

また，変位観測値と同定結果の変位誤差を表- 2 に示し

た．表- 2 より，最大変位に対する相対誤差は最大で 6%程

度であるため，観測誤差を考慮すると良好な同定結果で

あると考えられる． 

図- 6(a)，(b)に同定時の地質境界面分布，図- 6(c)，(d)変

位分布のコンター図を示す．なお，地質境界面より下側が

地質 1，上側が地質 2 である．図- 6(a)，(c)は正解の解析

表- 2 動作検証結果（変位誤差） 

 絶対誤差/最大変位 

観測点 
誤差(x 方

向) [%] 

誤差(y 方

向) [%] 

誤差(変位
z) [%] 

p1-1 -0.93  -3.72  0.39  

p1-2 4.61  -1.48  0.33  

p1-3 -2.11  4.80  -4.16  

p1-4 -3.13  -4.78  1.57  

p1-5 -2.18  -1.06  -5.47  

p2-1 -0.64  4.16  2.69  

p2-2 -1.44  0.14  1.76  

p2-3 1.15  1.47  -3.59  

p2-4 -0.02  -1.24  -1.20  

p2-5 2.81  2.59  3.37  

p3-1 -1.64  2.85  0.37  

p3-2 3.19  -1.83  -6.34  

p3-3 -4.65  6.07  0.71  

p3-4 3.60  1.85  1.13  

p3-5 -0.01  -2.39  1.22  

p4-1 1.75  1.56  1.55  

p4-2 -6.45  -2.03  1.24  

p4-3 -3.82  -0.70  4.77  

p4-4 4.51  1.85  -3.94  

p4-5 7.85  -3.86  -5.65  

p5-1 -0.25  -1.80  0.90  

p5-2 2.26  -4.19  -1.53  

p5-3 6.55  -2.55  -4.24  

p5-4 6.36  2.97  3.14  

p5-5 -5.84  -5.41  -1.93  

 

(a) 最適化における目的関数の推移 

(b) 最適化における同定パラメータの推移 

図- 5 動作検証 

 

(a) 正解の地質分布 (b) 同定した地質分布 

(c) 正解の変位分布 (d) 同定した変位分布 

図- 6 地質分布と変位コンター 
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モデル，図- 6(b)，(d)は同定結果のモデルでの地質境界面

と変位分布を表す．これらを見ると同定結果は正解モデ

ルに近い解の分布が得られていることがわかる． 

以上より，式(6)~(8)で設定した最適化問題を解くこと

により，設定した条件にて，三次元モデルにおける正解の

地質境界を同定可能であることを確認した． 

(3) 精度検証 

本節では，正解の地質境界面の位置，観測誤差の大きさ

のそれぞれが地質境界面パラメータの同定精度に与える

影響について確認を行う．精度検証で使用したパラメー

タを表- 3 に示した．正解の地質境界面の位置については，

トンネル切羽との距離である offL を 0 ~ 12m の範囲で 3

通り，その y 軸からの傾きである ans を 45，75 deg の 2

通り，観測誤差の標準偏差 err を 0.1，1 mm の 2 通り設定

し，合計 12通りの条件の下で精度検証を実施した．なお，

計算負荷低減を目的として，地質境界面に関わるパラメ

ータ は同定対象とせず，， d の 2 つのパラメータを

同定した．ここで，図- 7 に off 0mL = ， ans 45, 75deg = の

場合の正解の地質境界面，地質分布を示した．なお，本精

度検証に用いた条件は，切羽前方において，鉛直方向に広

がる弱層が存在しており，その地質境界面を同定する状

況を想定したものである．このような状況は実際の山岳

トンネルの施工中にみられ，その分布の把握が施工の安

全性や合理性につながるため，このような状況での地質

境界面同定は，本技術の主要なニーズの一つである． 

観測値の最大変位は，例えば ans ans( , ) (45deg, 0m)d = ，
off 0mL = の正解の数値モデルにより計算したケースでは，

p5-1 の z 方向変位（天端沈下）で 23.2 mm である．また

与えた観測誤差の統計量 err 0.1, 1mm = は，式(9)と同様に，

最大変位に対して 0.431, 4.31 %程度である． 

 図- 8(a) ~ (d)に精度検証における，横軸に正解の地質

境界面とトンネル切羽との距離 offL をとった際の，推定パ

ラメータ  ， d の同定誤差を示す．図 - 8(a)， (b)は
ans 45deg = の場合の， d それぞれの同定誤差である．

この場合には，， d でそれぞれ 5 deg，2.5 m 以内の誤

差で同定ができた．また，観測誤差が大きく， offL が大き

くなるほど，同定誤差も大きくなる傾向が見られた．図- 

8 (c)，(d)は ans 75deg = の場合の，d それぞれの同定誤

差である．観測誤差の統計量 err が 0.1mm と小さい場合

には，，d でそれぞれ 0.87 deg，1.75 m 以内の誤差で同

定ができたのに対し，観測誤差の統計量 err が 1.0mm の

場合には，，d でそれぞれ 49.68 deg，29.98 m 以内とな

り，比較的大きな同定誤差が発生した． 

このような結果が得られた原因として， ans 75deg = の

ように，切羽前方の地質境界面が鉛直方向に広がるよう

な場合には，弱層の掘削前に，弱層部の存在が既掘削部の

観測変位へ及ぼす影響が小さく，観測誤差によりその影

響が埋もれていることが考えらえる．その場合には，逆解

析により正解の地質境界面を同定することが原理的に困

難であると考える． 

4． おわりに 

本研究では，トンネル壁面の計測変位を観測データと

して用い，地質境界面を逆解析により同定する手法の構

築と双子実験によるアルゴリズムの動作確認，検証を行

った．以下に得られた知見と今後の課題を示した． 

(1) 得られた知見 

切羽前方の鉛直方向に広がる弱層など，三次元的な地

質境界面の同定においては，切羽と地質境界面との距離

が大きくなるにつれて同定誤差が大きくなることが確認

できた．その地質境界面がトンネル軸となす角度が45deg

の場合，地質境界面の傾きと位置のパラメータ， d の

それぞれで5deg，2.5m以内の誤差で同定できた．一方，な

す角度が75degの場合には同定誤差が増大し，正解に近い

同定値が得られなかった．これは，切羽前方にほぼ鉛直に

分布する弱層は掘削部の観測変位に及ぼす影響が非常に

小さいためである．しかし，鉛直方向の弱層は，水平方向

表- 3 精度検証に使用したパラメータ 

パラメータ名 値 

ans  0 deg 

ans   {45, 75} deg 

ansd  0 m 

ini    0 deg 

ini  0 deg 

inid  -5 m 

1E  1 GPa 

2E  3 GPa 

  0.2 

ini  6 MPa 

err  {0.1, 1} mm 

offL  {0, 8, 12} m 

 

(a) ，  

(b) ，  

図- 7 正解の地質境界面と地質分布の例 
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に分布する弱層と比べて先進ボーリングや物理探査等で

探知し易い．反対に，本手法はトンネル軸方向と平行に分

布するような弱層の同定に強い．両者を組み合わせるこ

とで，より確度の高い弱層分布の把握が可能になると考

えられる． 

(2) 今後の課題 

正解に近い同定値が得られたケースにおいても，観測

誤差に応じて同定誤差が発生した．同定精度向上と信頼

性評価の観点から，カルマンフィルタなど誤差を考慮可

能な手法の適用が望ましいと考える．また，本研究では線

形弾性体を対象としたが，実際の地盤，岩盤は弾塑性的な

挙動を示すため，弾塑性材料を用いた検討を行うことが

必要であると考える．その際には，構成則のモデル化誤差

の扱いも課題になると考える． 
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図- 8 精度検証における同定誤差（絶対値） 
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結晶層間の膨潤変形と内部構造劣化を考慮した 

膨潤性岩盤の弾塑性モデルの有限変形化 
Extension of elastoplastic model of Expansive bedrock to Finite deformation 

considering swelling deformation between crystal layers and internal structural degradation 

星啓太郎1)，山田正太郎2) ，阿部悠太3) ，京谷孝史4)  
Keitaro Hoshi, Shotaro Yamada, Yuta Abe, Takashi Kyoya  

1)東北大学 大学院工学研究科(〒980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉6-6-06, E-mail:keitaro.hoshi.r2@dc.tohoku.ac.jp) 
2)東北大学 大学院工学研究科 准教授(〒980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉6-6-06, E-mail:shotaro.yamada.d2@dc.tohoku.ac.jp) 

3)東北大学 大学院工学研究科(〒980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉6-6-06, E-mail:yuta.abe.p7@dc.tohoku.ac.jp) 
4)東北大学 大学院工学研究科 教授(〒980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉6-6-06, E-mail:shotaro.yamada.b1@tohoku.ac.jp) 

 
In bedrock including expansive clay minerals, the pore fluid composition affects the mechanical behavior 
of the bedrock such as swelling. It is necessary to elucidate the mechanism of the behavior and evaluate 
the deformation caused by the swelling quantitively because the swelling behavior of expansive bedrock 
causes problems when tunnel excavation and earth cutting. Hoshi et al. (2022) proposed a novel model 
targeting expansive bedrock by means of combining an elastoplastic model considering electro-chemo-
mechanical phenomena, which was proposed by Kyokawa et al. (2019), with the Cam-clay model 
introducing cementation and its degradation due to plastic deformation under infinitesimal deformation 
theory. This research expands the model to finite deformation theory considering the multiplicative 
decomposition of the deformation gradient. 

Key Words : expansive clay mineral, electro-chemo-mechanical phenomena, cementation, multiplicative 

decomposition of deformation gradient

1． はじめに 

膨潤性粘土鉱物を含む岩盤は, 間隙流体の化学組成が

力学挙動に影響を及ぼす. 岩盤の膨潤現象はトンネル掘

削等で問題を生じており, 定量的予測が必要である.  

Hoshi et al. [1]では微小変形理論の枠組みにおいて, 結

晶層間の電気-化学-力学作用を考慮した弾塑性モデル[2] 

とセメンテーションとその劣化を考慮したCam-clay 

model[3]を融合することで膨潤性岩盤の力学モデルを開

発した. そこで本研究では有限変形理論の枠組みにおい

て, 膨潤変形を含めた変形勾配の乗算分解を用いて従来

モデルの有限変形化を行う. 

2． 有限変形理論に基づく膨潤性岩盤モデルの定

式化 

(1) 諸量の定義 

 変形勾配の乗算分解に基づく有限変形弾塑性理論の枠

組みにおいて定式化を行う. 次式に示すように変形勾配

F を弾性成分 eF と塑性成分 pF に加えて膨潤成分 ilF の

3成分へ乗算分解する. 

 

 e p ilF F F F  (1) 

 

本研究で主に用いる運動学的変数である, 中間配置を参

照する弾性右Cauchy-Greenテンソル eC , 塑性速度勾配テ

ンソル pL を以下のように定義する. 

 

 ( )e e T eC F F  (2) 

 , 1p p p L F F  (3) 

 
eC は以下のようにスペクトル分解可能である. 

 

 
3

2

1

( ) ( )e e
  






 C N N  (4) 

 

ここで, e
 と N はそれぞれの固有値と固有ベクトルで

ある. e
 の自然対数を取った lne eε  を弾性主対数ひず

みとして定義する. 弾性主対数ひずみの不変量として弾

性体積対数ひずみ e
vε と弾性せん断対数ひずみ e

sε を以下の

ように定義する.  

 

 
3

1

e e
vε ε

 

   (5) 

 
3 3

2
, ,

1 1

2 1
( ) ,

3 3
e e e e e
s s sε ε ε ε ε   

  

 
    

 
   (6) 

 
膨潤変形勾配テンソル ilF は以下のように定義する. 

 

 
3

1

( )il
k k k

k




  F I N N  (7) 
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ただし, k は膨潤性粘土鉱物における結晶層間の距離 d

で 決 定 さ れ る ス カ ラ ー 係 数 で あ る . ま た , kN

( )i j ij N N は膨潤変形が進行する方向を表す単位ベク

トルであり, 膨潤性に関する固有直交異方性を考慮する

ことが可能である.  

提案モデルでは, 膨潤性岩盤の間隙構造を岩盤骨格で

形成される間隙と膨潤性粘土鉱物の結晶層間の間隙の2

つで構成される二重間隙構造としている. したがって, 

全体積ひずみ vε を岩盤骨格の体積ひずみ ss
vε と層間間隙

の体積ひずみ il
vε の和として以下のように定義する.  

 

 ss il
v v vε ε ε   (8) 

 
ln ln ln

ln

ss ss e p
v

il il
v

ε J J J

ε J

  


 (9) 

 

また, 幾何学的な関係から, 膨潤変形による体積変化は

変形後の層間距離 d および変形前の層間距離 0d を用い

て次式のように表すこともできる. ただし, 間隙比(全体

間隙比 e  , 層間間隙比 ile  , 土粒子骨格間隙比 ile  )は式(11)

のように定義した. 

 

 * 0

0

ln 1il
v

d d
ε

d
 

  
 

 (10) 

 * 0

0 0

, , ,
1

il
ss ilv il il

ss il
s s s

e V V V
e e e

e e V V V
    

 
 (11) 

 

以上より, スカラー係数 k と層間距離 d には以下のよう

な関係が成立する. 

 

 
3

* 0

1 0

det ( ) 1k k k
k

d d

d
 



     
 

I N N  (12) 

 
等方的な膨潤を仮定した場合には  (1 )il  F I , 

1 2 3( )     の具体形は次式のように表される. 

 

 
1 3

* 0

0

1 1
d d

d
  
   
 

 (13) 

 

結晶層間距離 d は, 従来モデルと同様に層間にはたら

く一次元的な力のつり合いを満足するように決定する. 

結晶層間に作用する力として浸透圧 rf , van der Waals力

af , 水和力 hf , 有効応力 ef を考える. 

 
 ( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) 0il

a r h ef c d f d f c d f d f    σ σ  (14) 

 

ただし, c は層間間隙のイオン濃度である. 浸透圧, van 

der Waals力, 水和力はいずれも層間距離に対して単調減

少関数であり, 浸透圧は層間間隙のイオン濃度によって

も変化する. 以上のつり合い式に加えて(2)で説明するセ

メンテーションとその劣化を考慮した有限変形Cam-clay 

modelを用いて岩盤骨格の挙動を表現する. 

(2) セメンテーションとその劣化を考慮した有限変形
Cam-clay model 

本研究では超弾性構成則を用いた定式化を行うため, 

Hulsby et al. (2005)によって提案された超弾性モデルの特

殊形を使用し, 現在配置の単位体積当たりに蓄えられる

弾性ひずみエネルギー関数 0 を次式で与える. 

 

  2*
0

1 3
exp

2
e e

r v sp    

       

  (15) 

 

ここで ,  は ln v ln p 平面における膨潤指数 , *
rp は

ln v ln P X 平面における参照応力であり, ln v ln p 平面

における参照応力 rp と *(1 )r rp p  の関係がある.  は
無次元化せん断弾性係数である. 本研究では, このひず

みエネルギー関数にセメンテーション aP を加算した関

数 をひずみエネルギー関数として再定義することで

Cauchy応力空間における降伏曲面を静水圧軸に沿って平

行移動し, セメント改良土や岩盤が有する引張強度を再

現する (図 1). 

 

 0 aP    (16) 
 

 
図 1 降伏曲面の平行移動 

 

また, 塑性変形に起因して岩盤の内部構造が劣化するこ

とを表現するためにセメンテーション aP の発展則を以

下のように与える. このように定義することで aP は塑性

変形に伴いゼロに漸近していき, 図 1に示した降伏曲面

の平行移動が解消されていく. 

 

 
*

, ( )a a a
r

P V V P P
p

   
  (17) 

 
ここで,  は塑性定数,  はセメンテーションの劣化指

数である. 

 本研究では, 式(18)に示す超弾性構成則によって, 中間

配置を参照する応力テンソル X を定義する. また, 塑性

流れ則として式(19)を与える.  

 

 2 e
e





X C

C
 (18) 

 p f 



L

X
  (19) 

 

また, 降伏関数として修正Cam-clay modelの降伏関数を用

いる. 

p

q

oaP

Cauchy 応力空間

P XoX

Eshelby-Aoba 応力空間

Q X q限界状態線

降伏曲面

限界状態線

降伏曲面

Mq p MQ PX X X
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  
2 2

* *2
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ただし, P X と X はそれぞれ中間配置を参照する応力テ

ンソル X に関する平均応力と応力比である. また M X は

ln v ln P X 平面における限界状態定数であり, ln v ln p

における限界状態定数 M と  M = 1 MX の関係がある. 

 (1)(2)で述べた諸法則をもとに膨潤性岩盤の乗算分解型

弾塑性モデルの定式化を行った. また陰的応力アルゴリ

ズムを構築し, そのアルゴリズムに整合する接線係数を

導出した. 

3． 数値解析例 

(1) 定式化および計算アルゴリズムの妥当性の検討 

 提案モデルを有限要素解析コードに実装し,図 2に示

す解析モデルについて, 等方応力状態において層間間隙

濃度のみを低下させることによって膨潤解析を行った.  

 

 
図 2 解析モデル(1 要素) 

 

図 3に等方的な膨潤を仮定した場合 ( )x y z    ,図 4

に z 軸方向にのみ膨潤が進行すると仮定した場合

( 0)x y   の解析結果を示す. それぞれの図には, 左

側に解析前の x z 断面図, 右側に膨潤解析後の x z 断

面図を示している.  
 

 
図 3 等方膨潤 

 

 
図 4 z 軸方向に膨潤 

図 3では x z 断面において x 方向と z 方向に変形が生じ

ているのに対して, 図 4 では z 方向にのみ変形が生じて

いることが分かる. 以上より,提案モデルによって膨潤

性に関する固有異方性が表現可能であることが示された. 

 導出した整合接線係数を評価するために, 図 5に解析

の序盤と終盤における全体Newton-Raphson法の反復回数

と残差ノルムの関係を示す. いずれも二次収束性が見ら

れるため, 導出した整合接線係数が適切であることが確

認できた. 

 

 

 (a)等方膨潤     (b) z 方向 

図 5 全体 Newton-Raphson 法の収束状況 
 

4． 結論 

本研究ではHoshi et al. [1] で提案した結晶層間の電気-

化学-力学作用と内部構造劣化を考慮した膨潤性岩盤の力

学モデルの有限変形化を行った. 提案モデルは膨潤性に

関する異方性が表現可能なモデルとなっており, 計算結

果は定式化および計算アルゴリズムの妥当性を示してい

る. 
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弾性地盤の有限変形に伴う接線剛性マトリクスの
固有値変化に着目した座屈褶曲の波長決定因子の解明

Elucidation of Wavelength Determinants of Buckling Folds
Focusing on Eigenvalue Changes of Tangential Stiffness Matrix

during Finite Deformation of Elastic Ground
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3)修 (工)東京電力

The wavelength determinants of buckling folds in elastic soils are discussed focusing on the eigenvalue
variation of the tangential stiffness matrix during finite deformation of the soil. While the lower-order mode
occurs preferentially in Eulerian buckling, the higher-order modes are often exhibited in buckling folds and
their wavelengths are determined by physical properties and stratal composition, independent of the size of
the ground. In this paper, we show that the occurrence of such higher-order modes can be explained by (1)
the presence of a substrate layer, (2) application of the ultrahigh confining pressure, and (3) fixed bottom
displacement.
Key Words : Buckling Fold, Bifurcation, Eigenvalue, Finide Deformation

1. はじめに
水平圧縮を受ける地盤において生じる地形変動のう
ち，図–1のように地層が波打つように変形する「座屈
褶曲」は最も典型的な地形のひとつである．本稿では，
この「座屈褶曲」の発生波長が何で決まるかという問
いに対し，地盤の有限変形に伴う増分型剛性方程式の
接線剛性マトリクスの変化に着目し，分岐理論の観点
から解を与えることを目指す．
座屈現象の中でも最も基本的なものは梁の「Euler座
屈」であるが，Euler座屈の理論によっては，この座屈
褶曲の波長を説明することはできない．Euler座屈では，
最初にゼロ固有値を達成する 1次モードが優先的に発
現するが，その座屈長は部材長に依存し，部材長が 2倍
になれば座屈長も 2倍になる．しかし，水平方向に無
限に連なる地盤の「部材長」は無限大（あるいは解析
者が便宜的に設定するもの）であるから，座屈褶曲の
波長はこの「部材長」に依らず，層厚や物性等の情報
のみによって決まると考えられる．
本稿では，弾性有地盤における部材長非依存の高次
の座屈褶曲の発現メカニズムについて，
A) 剛性の異なる堆積構造の存在
B) 超高拘束圧の影響
C) 底部基盤層の存在
により説明されうることを，一連の有限変形解析およ
び連続固有値解析を通して示す．

2. 定式化および解析手法
本章では，本稿で扱う支配方程式および有限変形解
析・固有値解析の手法を示す．

(a) Agios Pavlos, Greece [1]

(b)ジュラ山脈のデコルマ面上位の地層の褶曲 [2]

図–1 座屈褶曲の例

(1) 支配方程式
単一材料の固相からなる連続体の運動方程式は，次
式で与えられる．

ρv̇ = divT + ρb (1)

ここに，ρは密度，vは速度ベクトル，T は Cauchyの
応力テンソル（引張を正），bは単位質量あたりの物体
力ベクトル（一定）である．Updated Lagrange法に基づ
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く速度型の変形解析においては，式 (1)の体積積分の物
質時間微分をとることで得られる，次の「速度型」の
運動方程式を解くこととなる．

ρv̈ = divṠt (2)

ここに，Ṡt は次式で定義される公称応力速度テンソル
で，表記は Yatomi et al.[3]にしたがう．

Ṡt = Ṫ + (trD)T − TL⊤ (3)

ここでは，客観応力速度（Cauchy応力の Jaumann rate）
および構成式（亜弾性 Hooke則）を次式で与える．

◦
T = Ṫ + TW −WT (4)

◦
T = L [D] (5)

ここに，Lは速度勾配テンソル，Dはストレッチング
テンソル，W はスピンテンソル，L は線形作用素，⊤
は転置作用素である．式 (2)に式 (3)∼(5)を代入すると

ρv̈ = div
{
L [D] + (trD)T − TL⊤ − (TW −WT)

}
(6)

となる．式 (6)右辺の第 2∼3項 (trD)T − TL⊤は，領域
の幾何形状の変化に起因して生じる「移流項」，第 4項
(TW −WT)は客観応力速度に含まれるスピンに由来す
る項である．

(2) 有限変形解析
有限変形解析では，式 (6)を時空間離散化し与えられ
た初期条件・境界条件のもとで解くこととなる．空間
離散化は有限要素法（Isoparametric要素）により行う．
式 (6)の弱形式は，仮想変位速度ベクトルを δvとして，∫

v
ρv̈ · δvdv +

∫
v
L [D] · δDdv

+

∫
v

{
(trD)T − TL⊤

}
· δLdv +

∫
v

(TW −WT) · δDdv

=

∫
a

ṡt · δvda (7)

とかける．ここに，ṡt = Ṡt n = ṫ + {(trD) − n · Dn} t は
公称表面力速度である．δvの任意性を考慮しつつ展開
すると，解くべき常微分方程式として

M {v̈} + K {v} =
{
ḟ
}

(8)

が得られる．ここに，Mは質量マトリクス，Kは接線
剛性マトリクス，{v̈}，{v}および

{
ḟ
}
は，節点ごとの加

加速度（躍度），速度および等価節点力速度からなる列
ベクトルである．さらに，接線剛性マトリクス Kの具
体形は

K = KE + KG + KW (9)

と書かれ，KEは材料の「弾性」に起因する剛性マトリ
クス（正定値対称），KG は有限変形場での応力の「移
流項」に起因する剛性マトリクス（非対称，いわゆる
幾何剛性マトリクス [4]），KW は「スピン」に起因す

る剛性マトリクス（対称）であり，それぞれ式 (7)の左
辺第 2項，第 3項，第 4項に由来する．ただし，有限
変形場での「高次項」としての意味をもつ KG，KW の
みならず，材料弾性由来のKEもまた，現配置において
定義される形状関数から求まる Bマトリクス [B]を用
いて，

KE =

∫
v
[B]⊤[D][B]dv (10)

と書かれ，その要素の形状は刻々と変化するから，そ
の成分の値は一定とはならない点に注意されたい．な
お，[D]は対象要素の弾性係数マトリクスである．
有限変形解析においては，式 (8)をさらにWilson-θ法
により躍度の線形性を仮定しつつ時間離散化し，Updated
Lagrange法によりステップ毎に次刻の状態を iterativeに
予測・更新してゆくこととなるが，時間離散化された
方程式の具体形は紙幅の都合上割愛する．解析手法の
詳細は Noda et al.[5]を参照されたい．

(3) 連続固有値解析
本稿では，系の固有値変化に着目するため，前節の
有限変形解析における iteration収束後の状態をもとに
作成した接線剛性マトリクス Kについて，固有値解析
を step毎に行い，各固有モードの固有値がどのように
時間変化するか調べた．
具体的な計算方法は，以下のとおりである．ある時
刻において固有値解析を行うと，系の未知自由度数（N
個とする）と同じ数の固有モード（固有値と固有ベク
トル）が求まるが，その固有値および固有ベクトルの
値は，有限変形に伴う接線剛性マトリクスの成分の変
化に伴い時々刻々と変化してゆく．したがって，各モー
ドの固有値変化を捉えるためには，step前後のそれぞれ
の時刻における固有値解析の結果を比較・照合し，変形
前後で同一とみなせる固有モードの組を都度特定する
必要がある．ここでは，step更新前の時刻（時刻 t = t）
における正規化された固有ベクトル pi（i = 1 ∼ N）と
step更新後の時刻（時刻 t = t + ∆t）における正規化さ
れた固有ベクトル q j（ j = 1 ∼ N）の類似度を「cos類
似度」（更新後の固有ベクトルの更新前の固有ベクトル
に対する方向余弦）として

cos θi j = pi · q j (11)

と定義し，その絶対値が最も 1に近い組合せが変形前
後で同一の固有モードであると判定した．また，固有
値解析には intelの数値演算ライブラリより汎用非対称
固有値ソルバ（dggev）を使用した．
なお，ここでの有限変形解析は慣性力を考慮した動
的解析であり，常微分方程式 (8)を時間離散化して得ら
れる「解くべき連立方程式」の係数マトリクスは質量
マトリクスMと接線剛性マトリクスKを重ね合わせた
形をとる．一方，ここでの固有値解析は，慣性由来の
みかけの剛性ではなく，系が本質的に有する剛性を評
価するため，固有値解析は接線剛性マトリクス Kその
ものの固有値を求める計算を指し，時間離散化して得
られた連立方程式の係数マトリクスの固有値でも，慣
性項を考慮した一般固有値問題の固有値でもない点を
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図–2 Film表面にみられる「しわ」

図–3 有限要素メッシュおよび境界条件
(a) Case 1，(b) Case 2

補足しておく．また，境界上での既知表面力の移流に
ついても，同様の理由から，ここでは剛性マトリクス
に含めないこととした．

3. 剛性の異なる堆積構造の影響
機械・材料工学分野においては，樹脂などの弾性基板

（substrate）に接合された膜（film）に発生する図–2の
ような「しわ」の発生波長が，部材長に依拠せず物性
のみによって決まる性質を有することが知られており，
古典的には弾性床上の梁理論（Winklerモデル）[4]に
よる説明がなされている．そこで本章では，この film
の「しわ」との類推から，座屈褶曲の発生波長の決定
因子を剛性の異なる堆積構造に求め，水平一様圧縮過
程での固有値変化を求めた．

(1) 解析条件
図–3のような 2種類の二次元平面ひずみ有限要素メッ
シュを用意し，左右両端に水平変位速度を与えたとき
の一様圧縮変形とその過程での各モードの固有値変化
を求める．Case 1は filmのみの圧縮変形を解くもので
あり，Euler座屈を生じる境界条件である．一方，Case
2はこの filmが相対的に剛性の小さい substrateに接合
された複合系の圧縮変形を解くものであり，地表面に
おいてしわ（座屈褶曲）を生じる境界条件である．さ
らに，Case 2の水平方向の模型長を 2倍とした Case 3
についても同様の解析を実施した．材料定数はそれぞ
れ表–1のとおり設定した．

表–1 材料定数
Film Substrate

Young率 E (kN/m2) 0.57 × 106 0.57 × 102

Poisson比 ν 0.30 0.30

(2) 解析結果
Case 1，Case 2について，完全系（一様変形）におけ
る各固有モードの固有値変化を図–4，図–5にそれぞれ
示す．
まず，Case 1では，各モードの固有値が図–4のよう
に次第に減少し，低次のモードから順にゼロ固有値（分
岐点）を経験する．つまり，メッシュに少しでも歪みが
ある場合（幾何学的初期不整を与える不完全系の解析）
では，低次のモード（波長が長いモード）が優先的に
発現することとなる．この結果は，一般的な梁におけ
る Euler座屈の理論と一致する．
これに対し，substrateの存在を考慮をした Case 2で
は，図–5のように，解析初期の高次モード（● Mode
4）が低次のモード（●Mode 1，●Mode 2，●Mode
3）を追い抜き，最初にゼロ固有値を達成する．このよ
うな固有モードの順序逆転により，substrateに接合さ
れた filmにおいては，幾何不整の存在下で高次の「し
わ」が出現することとなる．なお，このような固有値の
逆転は，増分型の有限変形解析により固有値変化を連
続的に追跡したからこそ初めて観察できるものである．
次に，Case 2において地盤の水平方向の全長を 2倍
にした場合（Case 3）について，同様の連続固有値解析
を行った結果を図–6に示す．同解析において最初にゼ
ロ固有値を達成する● Mode 6の波長は，先の Case 2
の●Mode 4の波長と一致することから，substrate上の
filmにおいて発生するしわの部材長非依存性が確認で
きる．また，紙幅の都合上省略するが，本解析におい
て層厚と剛性を系統的に変えた際の最低次モードの波
長の変化は，Winklerモデル [4]において，弾性床の梁
の水平方向の連続性と弾性床の変形の鉛直一次元性を
仮定して導出される最低次モードの波長 λの理論解

λ =
4

√
4π4

3
E1/4

p E−1/4
c h3/4H1/4 (12)

Ec =
(1 − ν)Es

(1 + ν)(1 − 2ν)
(13)

と一致することを確認している．ここに，Ep，Esはそ
れぞれ filmおよび substrateの Young率，h，H はそれ
ぞれ filmおよび substrateの層厚である．

4. 超高拘束圧作用下での高次モードの発現
本章では，プレート沈み込み帯における地層のよう
に，対象領域が高拘束圧作用下にある場合を考える．こ
のような環境下においては，領域の幾何形状変化によ
り生じる「移流項」の存在に起因して，たとえ剛性が
一様であったとしても，高次モードの座屈褶曲が発現
しうることを解析的に示す．

(1) 解析条件
ここでは，地盤中の単一の地層（コンピテント層）に
着目し，図–7のような一様材料からなる矩形領域の水
平圧縮を解く．ただし，初期応力として地盤全体に一様
な等方圧を表–2のとおり 2種類与えた（Case 4，Case
5）．一様弾性体の材料定数は 3章の filmと同一とした．
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図–4 各固有モードの固有値変化（Case 1：filmのみ）

図–5 各固有モードの固有値変化（Case 2：film+substrate）

図–6 各固有モードの固有値変化（Case 3：Case 2の模型全長を 2倍にした解析）

図–7 有限要素メッシュおよび境界条件（Case 4，Case 5）

表–2 解析条件
初期等方圧 (kPa)

Case 4 0
Case 5 2×104

B-10-03 第28回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - B-10-03 -



(2) 解析結果
Case 4，Case 5について，一様変形中の固有値変化
を図–8，図–9にそれぞれ示す．

Case 4では，前節の Case 1と同様，解析初期（軸ひ
ずみ 0%）における固有値は（恒等的にゼロ固有値をと
る剛体変位モードを除き）いずれのモードに対しても
正値となるが，変形に伴い，低次モード（● Mode 1）
から順にゼロ固有値を達成してゆく（Euler座屈）．
これに対し，初期超高等方圧を与えた Case 5 では，
低次モード（●Mode 1～●Mode 5）は解析初期から
負固有値をとり，その後の圧縮過程でも正値に転じな
いことが確認される．これにより，初めてゼロ固有値
を経験し分岐を生じるのは高次モード（●Mode 6）と
なる．本稿では紙幅の都合上割愛するが，Case 5にお
いて，幾何学的初期不整としてホワイトノイズを与え
た不完全系の解析を実施すると，確かにMode 6の波長
の褶曲が発現することを確認している．
このような解析初期の無変形状態における低次モード
の固有値の負値化は，「移流項」（式 (3)中の (trD)T−TL⊤）
の存在に由来する．すなわち，この移流項は，無応力
状態（T = O）では KG = [O]となり接線剛性マトリク
ス Kに対し一切寄与しないが，無変形状態であっても，
応力テンソル Tの成分が非零であれば Kの成分および
固有値の値に影響することによる．
なお，前章～本章の解析において，幾何剛性行列 KG

を外して Kの固有値解析を行うと，座標の変化に伴い
弾性剛性マトリクス KE の値は僅かに変化するものの，
すべての固有モードの固有値は正のまま推移する．こ
のことは，座標は更新するが移流項を考慮しない不完
全な有限変形解析においては，移流項由来の不安定化
現象を見落とす可能性があることを示唆している（移流
項の重要性）．一方，スピン由来の剛性マトリクス KW

については，軸ひずみ 20∼30%前後までの範囲では，そ
の考慮の有無に応じて固有値の推移に明確な差異が生
じることは無かった．これは，本稿の解析対象がスピ
ンを生じない一様変形解析であることによると考えら
れるが，軸ひずみ 50%を超える超大変形解析において
は，この影響も明確に現れることとなる．これについ
ては次章で触れる．

5. 基盤固定の影響
水平圧縮作用下にある地盤においては，ときに大規
模な平行変位を有するすべり帯（デコルマ）が形成さ
れ，その上盤側では，衝上断層群（imbrication）のほか，
図–1(b)のような大規模な褶曲の形成がしばしば認めら
れる．ここでは，デコルマ上盤側の領域において発達
する座屈褶曲について，デコルマ面での「鉛直変位の
拘束」の下であれば（上述の堆積構造および等方拘束
圧を考慮せずとも）高次モードの波長の発現が説明で
きることを示す．

(1) 解析条件
新たにCase 6として，Case 4の有限要素メッシュ図–7
の底面鉛直変位を固定したうえで，領域の一様水平圧
縮を解く解析を実施した．その他の材料定数および初

期条件は Case 4に準拠した．同解析は，模型底面（デ
コルマ面）を上下対称軸と見做せば，Euler座屈の問題
において図心軸の面外方向変位を生じる固有モードの
発現を拘束した解析と等価である．

(2) 解析結果
Case 6の固有値解析結果を図–10に示す．同図より，
底面鉛直変位を拘束したことで，2∼3章までで解かれ
たような図心軸の面外変位を生じるモードのかわりに，
地表面に高次の起伏を生じるモード（●Mode 4～，デ
コルマ面を対称軸とみなしたときの上下対称モード）が
軸ひずみ εa = 42%を超える大圧縮ののちに，一斉にゼ
ロ固有値を経験することが確認される．この事実から，
大変形後の高次モードの発現が基盤鉛直変位拘束の効
果として説明されうることが理解できる．
ただし，高次対称モード群の各モードがゼロ固有値
をほぼ一斉に経験することは，これらのモードの分岐
点が互いに近接して存在することを意味する．このた
め，変形計算実行時の step毎の時間刻み幅の設定やゼ
ロ固有値に至るまでの数値誤差の累積状況によっても，
どの高次モードの変形が卓越するかは大きく変化しう
るため，実際に発現するモードの特定は困難である点
に注意を要する．
ところで，2∼3章での一連の解析においては，接線剛
性マトリクス Kに占めるスピン由来項 KW の影響はご
く限定的であったが，本章の解析においては，KWの項
を除外した上で Kの固有値解析を行うと，全てのモー
ドの固有値が正値のまま推移することとなり，座屈褶
曲の発現を説明できない．換言すれば，本章のメカニ
ズムにより座屈褶曲を説明する場合には，スピン項の
考慮は必須であると言える．なお，この事実は，亜弾
性構成式において採用する客観応力速度によっても分
岐点位置が変化しうることを意味するが，その具体の
影響については今後検討する．

6. おわりに
本稿では，updated Lagrange法に基づく増分型変形解
析における接線剛性マトリクスの各固有モードの固有
値変化を連続的に追跡する解析手法により，座屈褶曲に
おける高次モードの発現が A)剛性の異なる堆積構造，
B)超高等方拘束圧の作用，C)底部基盤層の存在の影響
として説明されうることを示した．
今後は，衝上断層群（imbrication）や Riedelせん断
帯をはじめとする種々の断層変位地形の発生形態の本
質的理解に向けて，地盤の材料非線形性（弾塑性），と
くに脆性材料の軟化現象に由来する不安定化（負固有
値の実現）についても検討する．

謝辞: 本研究は，科学研究費補助金（基盤研究 (B)：課
題番号 22H01586）の補助を受けて実施した．
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図–8 各固有モードの固有値変化（Case 4：等方拘束圧 0 kPa）

図–9 各固有モードの固有値変化（Case 5：等方拘束圧 2 × 104 kPa）

図–10 各固有モードの固有値変化（Case 6：Case 4において底面鉛直変位を固定した解析）

[2] 狩野謙一,村田明広: 構造地質学,朝倉書店, pp.129-
137, 1998.

[3] Yatomi, C. et al.: General theory of shear bands forma-
tion by a non-coaxial Cam-clay model, Soils Found.,
Vol.29, No.3, pp.41-53, 1989.

[4] 池田清宏,室田一雄: 構造系の座屈と分岐,コロナ社,
pp.74-89, 2001.

[5] Noda, T. et al.: Soil-water coupled finite deformation

analysis based on a rate-type equation of motion in-
corporating the SYS Cam-clay model, Soils Found.,
Vol.48, No.6, pp.771-790, 2008.

B-10-03 第28回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - B-10-03 -



[B-10-04]

©一般社団法人 日本計算工学会 

 第28回計算工学講演会 

09:45 〜 10:00  (2023年6月2日(金) 09:00 〜 10:15  会場B)

速度型 Space-Time有限要素法による ALE大変形解析
*清水 紫媛1、藤澤 和謙1、Sharma Vikas1 （1. 京都大学）



計算工学講演会論文集 Vol. 28 (2023 年 5 月) 計算工学会

流体遷移を考慮した粒状体流れの構成則を用いた
MPM土砂流動解析

Simulations of Earthquake-induced Landslides
by MPM and Constitutive law of granular flow considering fluid transition
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In the last two or three decades, there has been consecutive interest in numerical simulation of damage
caused by slope disaster such as landslides and mudslides triggered by earthquakes. It is, however, difficult
to represent the collapse and subsequent sediment flow that are transitioned from the elasto-plastic and/or
damage behavior of soil. To predict such a transitional behavior between solid and fluid states of soil, a
single constitutive model for either solid or fluid is inappropriate and multiple models representing individual
states should be properly combined. To tackle this issue, we explore the novel constitutive model capable
of representing the transition between solid and fluid states and discuss its applicability to the analysis
of sediment flow induced by earthquakes using an elaborate terrain model. The model is formulated by
the combined use of the Jaumann velocity-based hypoelastic-plasitc constitutive law of Dunatunga et al.
which is equipped with the µ− I rheological model for granular flow proposed by Jop et al, and the standard
Newtonean viscous model, and is implemented into the material point method (MPM). The resulting analysis
tool has a capability to simulate collapse of soil structures and a sediment flow stemming from and ceasing
at sedimented states. After the basic performance of the proposed constitutive model is validated, several
numerical examples are presented to demonstrate the capability in reproducing the transitional behavior
from/to the sedimented state to/from the sediment flow. Also, to clarify the mechanism of sediment flow
under the influence of seismic force and predict the subsequent sedimented state, we conduct a simulation
of the landslide in the grounds of the Ebisu Circuit, which was caused by the Fukushima earthquake on
February 13, 2021 using an actual terrain model with the detailed 0.5 meter topography data.
Key Words : MPM, Elasto-plasticity, Sediment flow, Landslide, Transition between solid and fluid,

Actual terrain model

1. はじめに
災害の数値シミュレーションは，災害リスクを評価
する強力な手段として，今後の防災・減災に重要な役
割を果たすと期待されている．しかし，土砂災害など
の斜面災害では，固体と流体，あるいはそれに準ずる
固体の流動挙動や，固相と液相の遷移挙動を表現する
必要があり，シミュレーションが非常に困難であると
考えられている．ゆえに，本研究対象である図 1のよ
うな地盤が堆積している状態（固体状態）から地震力
等の外力によって崩壊し，流動化して再度堆積するま
での過程を一貫して表現可能な材料モデルは発展途上
である．土を構成する要素は土粒子・水・空気である
が，これらが一体となった土の変形あるいは流動挙動
を精緻に表現するのは非常に困難で，解析手法やモデ
ル化には多くの困難な問題を抱えている．特に拘束圧
やせん断速度に応じて土の状態が固体的から流体的に

遷移するため，数値シミュレーションでは各状態に応
じて材料モデルを変化させる必要がある．これらの問
題を解決できる高度な解析手法の開発することで，防
災・減災の観点から重要な情報をどの程度予測できる
かを定量的に把握し，適切なリスク評価が可能になる．
このような背景から，本研究の目的は，固体的な挙動か
ら流動的な挙動を一貫して表現できる遷移モデルを提
案し，土砂流動のような大変形を伴う解析に対応可能
な MPMに組み込むことで土砂流動を数値シミュレー
ションによって再現することである．本研究では，土
砂の固体的な挙動と流体的な挙動の遷移を表現可能な
構成モデルをMPMに組み込んだ解析手法について，既
往の解析手法による斜面流動解析の結果との比較を通
して検証する．そして，2021年 2月に福島県沖で発生
した地震による福島県二本松市の斜面崩壊の事例の再
現解析を行い，実際の崩壊形状との比較検討を行う．
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図–1 エビスサーキットの土砂崩れ

2. MPM(Material Point Method)

(1) MPMの特徴
MPM(Material Point Method)は，Sulskyら [1]によっ
て提案された固体連続体解析のための粒子法である．
1950年代に流体力学の分野で開発された PIC（particle-
in-cell）法 [2]が起源となっている．PICは過剰なエネ
ルギー散逸が問題であったが，1986 年に Brackbill ら
[3] はこの問題を克服し，FLIP（Fluid Implicit Particle
Method）を開発した．この考えを固体力学の問題に適
用できるように改良・発展させた手法がMPMである．

MPMの計算領域の模式図を図 2に示す．解析対象を
Lagrange粒子で離散化して表現し，背面に Euler格子を
配置する．また，すべての物理量（質量や体積，変形勾
配等）の情報は Lagrange粒子が有している．MPMは
これらの Lagrange粒子と Euler格子を用いて以下の流
れで計算を行う．

1. Lagrange粒子が持つ物理量の情報を各計算ステッ
プの初めに背面に設定する Euler格子上の点 (ノー
ド)にマッピングすることで，ノード上でラグラン
ジュ的に変形を計算する．

2. ノードで計算された情報を再度粒子に補間するこ
とで更新し，これを基に移流の計算をする．

3. 背面の格子を元の格子の形状にリセットして次ス
テップの計算（1番）へと進む．

以上の計算フローの模式図を図 3に示す．
計算ステップごとに格子がリセットされるため，大
変形を伴う解析でも計算格子が破綻することがないと
いう利点がある．加えて，SPH[4,5]や MPS[6]等の他
の粒子法と比較すると，粒子間の近傍探索を必要とし
ないため，以下の点がMPMの利点として挙げられる．
(a) 粒子間の近傍探索を必要としないため，計算コス
トを抑えることができる点

(b) 粒子を積分点，格子を要素とみなせば，FEM(Finite
Element Method)の計算と非常に類似しており，既
往の FEMを用いた研究成果との置き換えが容易で
ある点

(c) 直交格子の領域分割による並列化が比較的用容易
であり，計算効率が良くなる点

Material Point (Lagrangian)

Background grid (Eulerian)

図–2 MPMの概念図

initialization phase
(particles to nodes)

convective phase
(reset grid)

Lagrangian phase
(update nodal momenta,
nodes to particles)

1

23

図–3 MPMの計算フロー

図–4 連続体モデル

(2) 支配方程式
図 4に示すような純粋に負荷を受けている連続体の
支配方程式は以下の通りである．

Dρ
Dt
= ρ∇ · v (1)

ρ
Dv
Dt
= ∇ · σ + ρb (2)

ρ
De
Dt
= d : σ (3)
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d =
1
2

(
l + lt
)

(4)

▽
σ = ft (d,σ) (5)

v (x, t = 0) = v0, σ (x, t = 0) = σ0 (6)

u = u on Γu (7)

t = t on Γt (8)

式 (1)から式 (8)は順に，質量保存則，運動量保存則，
エネルギー保存則，変形速度と速度勾配の関係，構成
式，初期条件，基本境界条件，自然境界条件である．ま
た，ρ, v, σ, b, e, d，l，▽σ，u，t はそれぞれ，密度，速
度，コーシ応力テンソル，体積力，比内部エネルギー，
変形速度テンソル，速度勾配テンソル，Causchy応力の
Jaumann速度テンソル，変位ベクトル，既知の表面力ベ
クトルである．

(3) 離散化
MPMの空間離散化は FEMのように，弱形式を基礎式
とする．運動方程式 (2)の弱形式は次式で与えられる．∫

Ω

ρδuiai dΩ +
∫
Ω

ρ
∂δui

∂x j
σs

i j dΩ

=

∫
Ω

ρδuibi dΩ +
∫
Γt

ρδuits
i dΓ

(9)

ここで Γは領域境界，σs
i j=σi j/ρは比応力，ts

i=ti/ρは比
表面力ベクトルである．
式 (9)における物理量を粒子について内挿関数を用い
て補間することで離散化を行う．Ω内の点における粒
子の質量 MP を用いて，連続体の内部における点 Pの
密度 ρは以下のように表すことができる．

ρ(x, t) =
nP∑

P=1

MPδ(x − xP) (10)

ここで，np は全粒子数，δは体積の逆数の次元をもつ
Diracのデルタ関数，xP は粒子の空間座標である．
式 (9)と式 (10)より，次式を得る．

nP∑
P=1

MPδui(xP)ai(xP) +
nP∑

P=1

MP
∂δui

∂x j

∣∣∣∣∣∣
(xP)
σs

i j(xP)

=

nP∑
P=1

MPδui(xP)bi(xP) +
∫
Γt

ρδuits
i dΓ

(11)

また，格子点 I と粒子を補間する内挿関数を NI(x)と
し，加速度と仮想変位をそれぞれ以下のように表す．

ai(xp) =
nn∑

I=1

NI(xp)aIi

δui(xp) =
nn∑

I=1

NI(xp)δuIi

(12)

ただし，aIi, δuIi は，それぞれ格子点 Iにおける加速度
ベクトルと仮想変位ベクトルの i成分を示す．

式 (11)に式 (12)を代入し，仮想変位の任意性を考慮
することで次式を得る．

nP∑
P=1

MPNI(xP)
nn∑

I=1

NI(xP)aIi

+

nP∑
P=1

MP
∂NI

∂x j

∣∣∣∣∣∣
(xP)
σs

i j(xP)

=

nP∑
P=1

MPNI(xP)bi(xP) +
∫
Γt

ρδuits
i dΓ

(13)

この式は以下のようにまとめることができる．
nn∑

J=1

mIJaJi = f exp
Ii + f int

Ii (14)

ここで，各項は以下の通りである．
nn∑

J=1

mIJaJi =

nP∑
P=1

MPNI(xP)

 nn∑
J=1

NJ(xP)aJi


=

nP∑
P=1

nn∑
J=1

MPNJ(xP)NI(xP)aJi

f exp
Ii =

nP∑
P=1

MPNI(xP)bi(xP) + +
∫
Γt

ρδuits
i dΓ

f int
Ii = −

nP∑
P=1

MP

ρ
σi j(xP)

∂NI

∂x j

∣∣∣∣∣∣
(xP)

= −
nP∑

P=1

VPσi j(xP)
∂NI

∂x j

∣∣∣∣∣∣
(xP)

(15)

さらに，この式の第 1式は質量集中行列
(∑nn

I=1 NI = 1
)

を用いて以下のように書き換えることができる．
nn∑

J=1

mIJaJi =

nP∑
P=1

nn∑
J=1

MPNI(xP)NJ(xP)aJi

≈
nP∑

P=1

MPNI(xP)aIi = mIaIi

(16)

以上より，格子点 Iにおいて次式が成り立ち，ノードご
とに方程式を解くことができる．

mI aIi = f ext
Ii + f int

Ii ≡ f t
Ii (17)

本研究では時間積分に対して動的陽解法を採用する．
式 (17) より，時刻 t における加速度ベクトル at

Ii を時
刻 tにおける外力と内力の合力 f t

Ii を用いて次式で算定
する．

at
Ii =

f t
Ii

mt
Ii

(no sum.) (18)

また，時間ステップの幅を ∆tとして前進差分を適用す
ることで，次ステップの速度ベクトル vt+∆t

Ii は次式で得
られる．

vt+∆t
Ii = vt

Ii + ∆t at
Ii (19)
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上式で得られた速度ベクトル vt+∆t
Ii を粒子にマッピング

して粒子速度 V t+∆t
p を次式で求める．

V t+∆t
p = V t

p + ∆t
∑

Ii

NIi(xP)at
Ii

= V t
p +
∑

Ii

NIi(xP)
(
vt+∆t

Ii − vt
Ii

) (20)

上式で得られた粒子の速度を用いて各物理量を更新す
る．しかしながら，式 (18)において，格子点の質量mt

Ii
が小さい場合，過剰な加速度が発生し，速度勾配が大き
くなるため，粒子の応力が損なわれる恐れがある (small
mass issue)．そこで本研究では次項に示すMUSLを用
いて物理量の計算を行う．

(4) MUSL
前項で述べた small mass issue を解決するため，

MUSL[1]を用いる．MUSLは，格子点と粒子の運動量
を用いて加速度 (速度)を計算し，更新された速度を用
いて各ステップの物理量を求めるアルゴリズムである．
式 (20)に続いて以下のように速度更新を行う．
内挿関数を用いて格子点および粒子の運動量は次式
で関連付けられる．

(mv)t+∆t
Ii =

nn∑
P=1

NI(xP) (MV)t+∆t
P (21)

ここで，mv，MV はそれぞれノードの運動量，粒子の
運動量である．
式 (21)より，vt+∆t

Ii は以下のように表せる．

vt+∆t
Ii =

∑nn
P=1 NI(xP) (MV)t+∆t

P

mt
Ii

(22)

上式で得られた vt+∆t
Ii を用いて式 (20)を更新し粒子の速

度を得る．さらに各ステップごとの物理量を更新する．

3. 構成則
(1) 固体的な挙動を表現するモデル
固体の挙動はDunatungaら [7]が提案したモデルを採
用する．亜弾性構成則は Jauman速度 ▽

σに基づき次式
で表す．

▽
σ = σ̇s + σsW −Wσs = D :

(
d − dp) (23)

ここで，D，W，d，dp，σsはそれぞれ，弾性係数テン
ソル，スピンテンソル，変形速度テンソル，塑性変形
速度テンソル，固体の挙動を表現する応力テンソルで
ある．また，粒状体流れに関するレオロジー関係式 [8]
から，塑性乗数 γ̇p は次式のように表される．

γ̇p =
I0

d

√
−P + c
ρs

µ − µs

µ2 − µ
(24)

ここで，I0，µ2は定数，µは有効摩擦，dは粒径，Pは静水
圧，cは体積補正数，ρsは土粒子の密度である．また µs

は内部摩擦角の軟化を考慮して µs = ϕr + (ϕp − ϕr)e−ηsε̄
p

と定める．なお ϕp,
p hir, ηs, ε̄

p はそれぞれ軟化前の内部

10⁻³ 10⁻¹ I

μ

Quasi-static Moderate Collisional

図–5 Inertial numberと µの関係

摩擦角，軟化後の内部摩擦角，軟化の速度を制御する
定数および累積塑性ひずみである．この塑性乗数を用
いて流れ則は次式で表される．

dp = γ̇p s
√

J2(s)
(25)

ここで，J2(s)は偏差応力 sの第 2不変量であり，偏差
応力 sは，恒等テンソル Iを用いて s = σs − trσs/3Iで
ある．
式 (25)を式 (23)に代入し，時間離散化を経て，塑性域
では √J2(s)に関する二次方程式を解くことで現ステッ
プの固体応力 σs を更新する．

(2) 流体的な挙動を表現するモデル
流動状態の挙動は，Newton粘性流体モデルを用い，
流体の応力 σf を次式で表す．

σf = ηf ddev (26)

ここで，ηf は粘性係数，下付きの”dev”は偏差成分であ
ることを表している．

(3) 遷移モデル
遷移モデルでは，土を粒状体の一種であると仮定して
考える．粒状体は 3種類の状態を無次元量である Inertial
number I という指標によって区別するのが一般的であ
る [9,10]．Quasi-static領域は固体的な挙動，Collisional
領域は流体的な挙動，Moderate領域はそれらが遷移す
る挙動をそれぞれ対応する．図 5ではそれらの状態に
おける Inertial number Iと有効摩擦 µの関係を表したも
のである．

Moderate領域において，Jopら [8]は Inertial number
Iと有効摩擦 µの関係式を提案した．この式は塑性流体
モデルに応用され，Moderate領域における粒状体解析
において広く利用されている．Dunatungaら [7]は Jop
らの関係式を塑性領域に適用した弾塑性モデルを提案
し，Quasi-static領域からModerate領域における粒状体
解析をMPMにより行った．これら 2つの領域までの流
動を弾塑性体として表現できるようにした先駆的な例
である．この関係を用いて土の連続体としての Cauchy
応力 σを固体の応力 σsと流体の応力 σf の線形和とし
て表した．

σ = (1 − α(I))σs + α(I)σf (27)
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図–6 α(I)をプロットした図
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Surface layer

2.0m

45

Base layer

45

a) b)

observation point

図–7 斜面崩壊実験 [11]の実験モデルと解析モデル

図–8 入力した sin波

ここで，αは Innertial number[7]I の関数であり，µ − I
関係を 0-1関係に変換し，以下のように定義する．

α(I) =
I
β + I

(28)

ただし，βは定数パラメータである．図 6は α(I)の式
をプロットしたものである．

4. 数値解析例
(1) 振動台による斜面崩壊実験との比較
篠田ら [11]が実施した 3層盛土の振動台実験との比
較をし，表現性能を検討する．実験のモデルと本解析
で使用したモデル及び境界条件を図 7に示す．奥行方
向の格子数を 1とし，平面ひずみ状態を仮定した準 3
次元解析を実施する．本解析では各層の材料パラメー
タに表-1に示す値を使用する．粒子は，奥行方向の辺
を 0.6m，その他の辺を 0.0125mとした直方体格子中に
4粒子を配置する．また，図 8に示す最大振幅 400gal，
振動数 5Hzの加速度を体積力の水平方向成分として入
力し，2秒間与える．解析結果を図 9に示す．弱層に
すべり線が形成されて弱層の頂点が引っ張られ，すべ
り線に沿って斜面が崩壊する様子が確認できる．解析
と実験結果の崩壊後の形状は概ね一致しており，本手
法の良好な表現性能が確認できる．

0.9s 2.2s

4.0s final(experiment)

Accumulated plastic strain

0 0.14

図–9 斜面崩壊実験 [11]の解析結果と実験結果の比較

650m

100m Base layer

Clay layer

図–10 再現解析に用いたエビスサーキットのモデル

図–11 再現解析に入力した福島県沖地震加速度波形 (合成)

(2) エビスサーキットの土砂崩れの再現解析
2021年 2月 13日 23時 08分頃に発生した福島県沖
の地震による，福島県二本松市のエビスサーキットの
斜面崩壊の再現解析を実施した．解析モデルの形状を
図 10に示す．左端の辺をスリップ境界，底辺をノンス
リップ境界とする．また，奥行方向の格子数を 1とし，
平面ひずみ状態を仮定した準 3次元解析を行う．本解
析では表-1に示す材料パラメータを使用する．粒子は
一辺 0.5m格子中に 4粒子を配置する．時間刻み幅 ∆t
は 1.0 × 10−4 とする．初期状態を生成するための重力
は 10000ステップで徐々に入力し，その後一定値とす
る．また，加速度は図 11に示す福島県の二本松で観測
された NS成分と EW成分の加速度を合成して作成し
たものを使用し，体積力の水平力成分として入力する．
解析結果を図 12に示す．切土の部分からすべり線が
形成され，先に先頭部分が崩壊し，その後，斜面全体
のすべり線が形成され，全体が斜面崩壊する様子を確
認できる．また，全体の斜面崩壊に伴い斜面の上部に
は数本のすべり線が形成されている様子が確認できる．
以上より，本手法が斜面崩壊後の土砂の流動化を表現
可能であり，土砂災害の一連の流れをシームレスに解
析できることを確認できたといえる．
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表–1 材料パラメータ
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図–12 再現解析の解析結果
5. まとめ
土砂の固体的な挙動と流体的な挙動の遷移を表現可
能な構成モデルを MPMに組み込んだ解析手法につい
て，加速度波形を用いた外力振動によって斜面崩壊と斜
面流動を一貫して表現可能であることを例証した．本
研究では準 3次元解析を実施したが，今後，完全 3次
元条件での解析を実施し，より詳細な検証を行う予定

である．また，土砂の構造物への力の影響にも着目し，
評価する事も今後の課題である．
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