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深層学習によって作られた基本解の境界要素法への応用

Application of fundamental solutions
made by deep learning to boundary element method

斎藤隆泰 1)

Takahiro SAITOH

1)群馬大学大学院理工学府准教授（〒 376-8515群馬県桐生市天神町 1-5-1, E-mail:t-saitoh@gunma-u.ac.jp）

The boundary element method (BEM) is known as a powerful numerical technique for wave analysis. How-
ever, it is difficult to treat some engineering problems, such as elastic half-space problems, anisotropic
problems, and dispersive problems, because no closed form of the fundamental solutions is known. On the
other hand, the deep neural network has attracted attention in many engineering fields in recent years. Some
results of a study to expand the application area of the BEM using neural networks is presented in this paper.
Key Words : boundary element method, deep learning, neural network, fundamental solutions

1. はじめに
境界要素法は，無限領域を扱う波動問題に特に有効
な数値解析手法として発展してきた. これまでに,周波
数領域,時間領域の問題に数多く適用されてきたが,差
分法や有限要素法に比べてコーディングの難易度が高
く,汎用性が高い方法とまでは言えない. 例えば,境界
要素法は特異性を扱う必要があり,数学的にも比較的難
解な方法である. また,境界要素法では基本解 (または
グリーン関数)を扱う必要があるが,弾性波動問題にお
ける半無限領域を扱う基本解は一般に閉じた形で求め
ることができない. 分散性を有する時間領域波動問題に
対しては,無限,半無限領域を問わず,同様である. さら
に,異方性弾性波動問題に対しても閉じた基本解を求め
ることは難しい [1]. そのため,このような問題に対して
は,基本解は何らかの積分表現の形で求めることはでき
ても,多大な計算時間が必要となるため,境界要素法の
利用はごく一部の場合に限られてきた.そのため,この
ような閉じた形で基本解を求めることができない問題
に対して,何らかの有効な解析手法を確立できれば,境
界要素法の適用範囲をより拡大できると考えられる.
一方,近年,深層学習といったAIを作成するための基
礎技術に注目が集まっている. 深層学習はニューラル
ネットワークを深層化したものであり,ニューラルネッ
トワークは以前からアイデアはあった. そのため 1990
年代には, 既に工学の問題への応用も行われていたが,
計算時間がネックとなり,その後,活発に利用されるま
では至らなかった. しかし, GPUを用いた計算が普及す
るにつれ,ニューラルネットワークも深層化できるよう
になり,今日に至っている. 深層学習が特異な問題は,分
類や回帰である.実際,画像中の物体認識問題 [2]や,複
雑な関数の近似等にも適用されるようになってきた.
そこで,本研究では,先に述べたような境界要素法で
登場する複雑な基本解に,深層学習を適用できるか否か
について検討する. ただし,本稿では,そのための第一段
階として考察した,いくつかの取り組みについてのみ紹
介するに留める. また,扱う対象は,境界要素法の全ての

問題の基本となる 2次元ラプラス方程式とした. 以下で
は,いくつかの解析例を示し,本手法の有効性や今後の
展開等について述べる.

2. 基本解の近似
さて,2次元ラプラス方程式における基本解は,閉じた
形で次のように表される.

G(x, y) =
1

2π
log

1
r

(1)

ここで r = |x − y|である.境界要素法では r ≃ 0で特異
性 (または擬似特異性)が生じることに注意する. 境界
要素法では,全ての 2次元問題において基本解は最終的
にこの log(1/r)の扱いに帰着される.よって,まずは,式
(1)をニューラルネットワークで近似できるか否かを検
討する.

(1) ニューラルネットワークを用いた基本解計算の指針
ニューラルネットワークでは, 評価関数や損失関数,
学習回数,ニューロンの数等,様々な事項を決定する必
要がある. 実際,どんな関数に対しても万能な汎用的学
習は,ある問題に特化した学習には計算精度で劣ること
が示されている. そこで,いくつかのパラメータ解析を
実施することで,ニューラルネットワークに必要な事項
を決定する. 一方,科学技術計算を得意とするプログラ
ミング言語である Fortranの魅力の一つに,計算の実行
速度の速さが挙げられる. 対して,本研究では深層学習
に Python と Keras を用いている. ただし, Python の計
算速度は決して速くはない. そのため,基本解の計算は,
Pythonから Fortranで書かれた基本解の計算コードを呼
び出すことで計算の高速化を図る. なお,式 (1)で r ≃ 0
のとき,基本解を空間に関して積分する際に,特異性を
考慮する必要がある. ただし,以下の数値解析例では,簡
単のため,特異性の計算はニューラルネットワークを用
いないこととした. また,ニューラルネットワークを用
いた学習では,式 (1)の基本解自体を学習させるか, そ
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れとも,式 (1)のみならず,要素長さ等も与えて,空間に
関する基本解の積分結果自体を学習させるか, 2通りの
選択が考えられるが,ここでは学習データ準備の容易さ
や,汎用性を考え,式 (1)の基本解自体を学習させる方針
を採る.

(2) ニューラルネットワークを用いた基本解の計算結
果の一例

ここで,ニューラルネットワークを用いて基本解を計
算させた結果の一例を示す. 図 1 はニューラルネット
ワークを用いて式 (1)の核である log(1/r)を近似計算し
た結果である. 参考までに, log(1/r)自体を直接プロット
した結果を赤丸で示してある. 入力層のニューロンは式
(1)の x,yの成分 x1, x2, y1, y2 の合計 4つとし,中間層の
活性化関数を順に ReLU, sigmoid関数で与えている. ま
た,評価関数には平均絶対誤差 (mean absolute error),最
適化アルゴリズムは RMSpropを用いた. 学習データの
8割を訓練に用い,バッチサイズを 4とした.なお,これ
らのパラメータ等は,事前にいくつかの数値実験を行い
決定した. 図 1より,ニューラルネットワークを用いて
計算された log(1/r)は,概ね正解と一致しており,ニュー
ラルネットワークの境界要素法への応用可能性が示唆
される.

3. 数値解析例
次に数値解析例を示す.前節で作成した基本解を用い
て, 積分方程式を数値計算した結果の一例を図 2 に示
す. 解析領域は図 2中の左上に示すような一辺の長さが
l = 3の正方形領域の内部問題であり, 上下辺の境界条
件は q = 0,左辺の境界条件を u = 0,右辺の境界条件を
u = 1で与えてある. 空間の離散化は区分一定要素で行
い,全要素の長さは等しく,要素数は 120とした. また,
同様に真の解を実線で示してある. 図 2より,ニューラ
ルネットワークで計算した解はややばらつきはあるも
のの,およそ真の解と一致していることがわかる. ただ
し,境界付近の数値解はやや計算精度が落ちている. 深
層学習の計算は,データの外挿が苦手なため,式 (1)にお
ける r ≃ 0で計算精度が落ちたためと考えられる. これ
らの計算は,パラメータを適切に選ぶ等でより改善され
ると考えられる. 以上より,ニューラルネットワークを
境界要素法に適用できる可能性が示唆された.

4. おわりに
本研究では,ニューラルネットワークを用いて基本解
の計算を近似計算させることを行った. 得られた近似基
本解を用いて積分方程式の計算を行い,およその数値解
を得ることができた. 本稿では簡単のため, 2次元ラプ
ラス方程式を対象に計算を行ったが,同様に他の問題へ
の拡張も可能であると思われる.一方, Pythonでは比較
的計算時間がかかる. そのため,例えば Fortranコード
で書いた境界要素法と同等の計算時間を確保するには,
Numbaや Cythonといったライブラリの利用も有効で
あるかもしれない. 閉じた形で与えられる基本解を,わ
ざわざニューラルネットワークを用いて計算する必要
はもちろん不要である. ただし,異方性弾性波動問題や,
半無限領域における弾性波動問題の基本解等,そもそも

図–1 ニューラルネットワークを用いて得られた log(1/r)の計
算結果の一例.

x

図–2 ニューラルネットワークを用いた境界要素解析結果の
一例.

閉じた形式で与えられない基本解を計算させる場合や,
遠方場の繰り返し計算等には,本手法が有効となる可能
性もある. 今後は,そのような複雑な基本解に対する本
手法の適用を随時,行っていく予定である.
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気泡クラウドの連成振動系における非線形固有値解析 
Nonlinear Eigenvalue Analysis of a Bubble Cloud Oscillation 
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The nonlinear eigenvalue problem for a bubble cloud is addressed in the framework of boundary integral 
representation. Modal natural frequencies and damping for a planar bubble cloud comprised of 
monodisperse bubbles of R0=10 µm were obtained as a function of bubble-bubble distance. It was 
observed that for the lowest two eigenmodes, the modal damping reaches a maximum with increasing the 
bubble-bubble distance. The maximum damping of the lowest mode is much higher than that of the second 
mode. Beyond a certain critical distance, the natural frequencies asymptotically converge to those of an 
isolated bubble. Higher eigenmodes may be more suitable for bubble-based ultrasound imaging. 

Key Words : Bubble oscillation, Acoustic radiation, Nonlinear eigenvalue problem, Boundary integral

1． 緒言 

気泡周囲の圧力が変動することに伴って，気泡が膨張

と収縮を繰り返す現象を気泡振動と呼ぶ．振動する気泡

は周囲に音響放射圧を発するため，マイクロバブルが超

音波診断の造影剤として用いられている．さらに，音響放

射によって個々の気泡振動が連成するため，複数の気泡

が集合した気泡クラウドには振動モードが存在する．マ

イクロバブルの位置検出を利用した超音波イメージング

[1]では，クラウドの振動現象の理解が必須となる． 

 音波波長に比べて気泡クラウドのサイズが十分小さい

場合，液体の圧縮性が無視され，気泡クラウドの連成振動

は2次の多項式固有値問題に帰着する．一方，音波周波数

が低く，音波波長がクラウドサイズ𝐿と同程度（𝑘𝐿~1）に

なると，気泡間の連成効果に遅れ時間が生じることに起

因して，気泡クラウドのダイナミクスは非線形固有値問

題となる[3]．音波の伝播時間を考慮すると，連成する気

泡間の距離に依存して気泡クラウドの固有値が大きく変

化することが知られているが[4,5]，クラウドの振動応答

が超音波画像に与える影響は十分に検討されていない． 

本稿では，気泡クラウドの非線形固有値問題の定式化

を示し，気泡クラウドの数濃度に対して固有値変化を求

め，超音波イメージングへの展望を述べる． 

 

 

2． 支配方程式 

 Fig. 1に解析モデルの模式図を示す．領域𝑉は液相であ

り，𝑉中の任意の位置に𝑁個の球形気泡が配置されている． 

𝑆௕
ሺ௜ሻ
は𝑖番目の気泡の気液界面である．気泡径は音波波長に

比べて十分小さく，𝑆௕
ሺ௜ሻ
上の圧力は一様であると仮定する．

この圧力を𝑝௕
ሺ௜ሻ
とする．気泡内外の圧力のつり合い式を気

泡半径の微小変位に関して線形化することにより，𝑝௕
ሺ௜ሻ
は

次式で与えられる． 

𝑝௕
ሺ௜ሻሺ𝜔ሻ ൌ െ𝜌𝜔௡௜

ଶ 𝑅௜଴
ଶ 𝑋௜ሺ𝜔ሻ െ 4𝑖𝜔𝜇௜𝑋௜ሺ𝜔ሻ (1) 

ここで，𝑅଴௜，𝜔௡௜および𝜇௜はi番目の気泡の平衡半径，固有

角振動数および実行減衰係数である．一方，球形気泡の半

径方向の運動量のつり合いから，𝑝௕
ሺ௜ሻ
の法線方向の勾配

𝑞௕
ሺ௜ሻሺ𝜔ሻ ൌ 𝜕𝑝௕

ሺ௜ሻ/𝜕𝑛は次式で与えられる． 

𝑞௕
ሺ௜ሻሺ𝜔ሻ ൌ െ𝜌𝜔ଶ𝑅଴௜𝑋௜ሺ𝜔ሻ (2) 

領域𝑉におけるヘルムホルツの相反定理より，次式の境界

積分方程式を得る． 

 

1
2
𝑝௕
ሺ௝ሻ ൌ ෍

 𝜕𝑝௕
ሺ௜ሻ

𝜕𝑛
𝐴௝௜

ே

௜ୀଵ

ሺ𝜔ሻ െ෍𝑝௕
ሺ௜ሻ𝐵௝௜ሺ𝜔ሻ

ே

௜ୀଵ

 (3) 

 

ここで，影響係数𝐴௝௜ሺ𝜔ሻ，𝐵௝௜ሺ𝜔ሻは次式で与えられる． 

𝐴௝௜ሺ𝜔ሻ ൌ න 𝐺 ቀ𝐱௦, 𝐱௕
ሺ௝ሻቁ 𝑑𝑆ሺ𝐱௦ሻ

ௌ್
ሺ೔ሻ

 (4) 

𝐵௝௜ሺ𝜔ሻ ൌ න
 𝜕𝐺 ቀ𝐱௦, 𝐱௕

ሺ௝ሻቁ 

𝜕𝑛ሺ𝐱௦ሻ
𝑑𝑆ሺ𝐱௦ሻ

ௌ್
ሺ೔ሻ

 
(5) 

 
Fig. 1 Schematics of the analytical model for a planar bubble 
cloud. xb

(i) presents the center of the i-th bubble. Sb
(i) stands 

for the i-th bubble surface. 
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𝐺ሺ𝐱, 𝐲ሻは3次元のグリーン関数であり次式で与えられる． 

𝐺ሺ𝐱, 𝐲ሻ ൌ
expሺ𝑖𝑘𝑟ሻ

4𝜋𝑟
 (6) 

ここで，𝑖は虚数単位，𝑘は周波数𝜔に対応する波数である． 

式(1)，式(2)を式(3)に代入することにより，振動変位𝑿 ൌ

ሺ𝑋ଵ,⋯ ,𝑋ேሻ்に関する運動方程式が次式のように求められ

る． 

ቈ𝛀௡
ଶ െ

4𝑖𝜔𝚪ିଶ𝛍
𝜌

െ 𝜔ଶ𝚪ିଵ𝐀ሺ𝜔ሻ቉𝑿 ൌ 𝟎 (7) 

ここで，𝛀௡ ൌ diagሺ𝜔௡ଵ,⋯ ,𝜔௡ேሻ, 𝚪 ൌ diagሺ𝑅଴ଵ,⋯ ,𝑅଴ேሻ, 

 𝛍 ൌ diagሺ𝜇ଵ,⋯ , 𝜇ேሻである．式(7)の複素周波数𝜔に関する

非線形固有値問題を解くことにより，気泡クラウドの固

有振動モードを求めることができる． 

 

3． 解析結果 

 Fig. 2に𝑁 ൌ 100の場合の最低次の2つの固有振動モー

ドを示す．𝑅଴ ൌ 10 μmの球形気泡を同一平面内に格子状

に配置し，気泡間の距離𝑑を2𝑅଴から200𝑅଴まで変化させ

た．図中のプロットの大きさは振動の振幅を，色は位相を

表している．気泡の位置座標は，それぞれの振動モードの

音波波長で無次元化している．1次モードは，全ての気泡

が同位相で振動し，2次モードはクラウドの対角線の方向

に，振動振幅の腹と節が現れる振動モードである． 

 気泡間距離の変化に対する固有値の軌跡をFig. 3に示す．

固有振動数は単一気泡の固有振動数を用いて無次元化し

ている．1次モード，2次モードともに，減衰比が極大とな

る気泡間距離が，それぞれ𝑑௖ ൌ 37𝑅଴，52𝑅଴に存在する．

Fig. 2はこれらの気泡間距離におけるモード形状を示して

いる．固有振動数は𝑑 ൏ 𝑑௖の範囲で急峻に増加し，𝑑 ൌ 𝑑௖
を境に変化が緩慢になり，その後1に漸近していく．Fig. 2

の無次元化座標が示すように，𝑑 ൌ 𝑑௖では気泡クラウド

のサイズ𝐿が半波長に近づいている． 

 

 

 
 すなわち，気泡クラウドが高濃度の場合に固有振動数

の変化が鋭く，中濃度では減衰が非常に大きくなる．従っ

て，これらの濃度において，効率良くクラウドの振動を励

振することは難しいと予想される．2つのモードを比較す

ると，2次モードは減衰比の増大が穏やかであり，高濃度

領域の固有振動数の変化幅も小さいことから，超音波造

影では高次モードを励振する手法が有効と考えられる．  

 

4． 結言 

 複数の気泡が集合した気泡クラウドでは，音響放射圧

を介して気泡振動が連成する．境界積分方程式に基づき，

気泡クラウドの運動方程式を求め，非線形固有値問題を

導出した．低次モードの固有値は気泡間距離によって大

きく変化する．  

 

謝辞:本研究の一部は，科研費若手研究（No. 21K14073）

の助成を受けた. 
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Fig. 2 The lowest two eigenmodes of a planar bubble cloud 
comprised of 100 spherical bubbles. The bubble radius is 
𝑅଴ ൌ 10 μm . The coordinates are normalized by the 
wavelength calculated using the natural frequency of the n-
th eigenmode ሺ𝜆௡ ൌ 2𝜋𝑐/𝜔௡ሻ . The size of the plots 
represents vibration amplitude of bubbles, and the cyclic 
color bar indicates vibration phase. 

Fig. 3 Trajectories of the nonlinear eigenvalues for the 
lowest two eigenmodes as a function of the bubble-bubble 
distance, 𝑑 , ranging from 2𝑅଴  to 200𝑅଴ . The bubble 
radius is 𝑅଴ ൌ 10 μm . The number of bubble is 100; 
൫𝑛௫ ,𝑛௬ ,𝑛௭൯ ൌ ሺ10,1,10ሻ . The solid and dashed lines 
present the eigenvalues of 1st and 2nd mode where the 
damping ratio reaches a maximum at 𝑑 ൌ 37𝑅଴ and 𝑑 ൌ
52𝑅଴, respectively. 

d=2R0 

d=37R0 

d=200R0 

d=52R0 

1st mode 2nd mode 
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2 次元半無限空間における Green 関数を用いない間接型境界要素法による波
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源点選択を含む基本解近似解法の開発とその面外波動問題への適用 
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*杉原 祐貴1、高橋 徹1、崔 羿1、松本 敏郎1 （1. 名古屋大学） 

   18:00 〜    18:15   
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2次元半無限空間におけるGreen関数を用いない
間接型境界要素法による波動散乱解析

Scattereing analysis in 2D half space
by an indirect BEM without Green’s function

利光陸 1),飯盛浩司 2)

Riku Toshimitsu and Hiroshi Isakari

1)学 (工)慶應義塾大学理工学部（〒 223-8522神奈川県横浜市港北区日吉 3-14-1, E-mail: riku29@keio.jp）
2)博 (工)慶應義塾大学理工学部（〒 223-8522神奈川県横浜市港北区日吉 3-14-1, E-mail: isakari@sd.keio.ac.jp）

The recently proposed hybrid boundary element method [Lai et al, ACHA, 2018], in which both the Som-
merfeld integral layer potential are employed, is a promising numerical method for analysing wave scattering
defined in a semi-infinite space. The original method, however, suffers from the so-called fictitious eigen-
value problem (FEP). This study aims to modify the formulation so as to establish a boundary integral
equation free from FEP. We also extend the hybrid approach to address cavity scattering by introducing
virtual boundaries to manipulate the cavity geometry.
Key Words : Acoustic scattering problem, fictitious eigenvalue, cavity scattering, half space, BEM

1. はじめに

音の伝播は日常、産業のあらゆる場面における興味
の対象である。例えば、飛行機や電車、車、生活家電
といった日々利用する製品から、工場で使われるよう
な大型機械まで、全ての製品において騒音を小さくす
ることが求められる。そのため、音の伝播の数理モデ
ルである「音響散乱問題」を解くための数値解法が古
くから研究されており、特に境界要素法は、無限に広
がる空間における散乱問題に対して空間を打ち切るこ
となく解析可能な優れた解法である。しかし、境界が
無限の長さを持つ場合（例えば半無限散乱問題）には、
Green関数を利用し、個々の問題に応じた定式化を行う
必要がある。一方で、このような問題の汎用解法とし
て、Sommerfeldらが Sommerfeld積分表現と経路積分
を組み合わせた解法が機械的で幅広く効果的であるこ
とを示した [1,2]。この解法は基本解の Fourier変換を用
いるため、解が高周波成分を含む場合、例えば散乱体
と半無限境界が非常に近いような場合には、非常に幅
広い区間における積分が必要となる。この問題点を解
決するために数多くの解法が提案されてきたが、汎用
的に用いることのできる「決定版」はまだ定まってい
ない。しかし、近年 Sommerfeldらによる方法の問題点
を解決する有望な方法として LaiらがHybrid積分法 [3]
を提案した。これは物理空間における層ポテンシャル
と Fourier空間の Sommerfeld積分表現を組み合わせた
Hybrid積分表現を用いた解法である。この解法では点
波源、散乱体のいずれかが半無限境界に近い場合にも
ある程度の積分範囲で精度良く解くことができる。

しかしながら、Laiらの方法は見かけの固有値問題を
考慮しておらず、その精度には疑問が残る。そこで、本
研究では Laiらの定式化を修正し、実数の範囲に見か
けの固有値を持たない Hybrid積分表現を提案する。

さらに、Laiらの方法に新たなアイデアを加え、半無限
空間における散乱問題の中でも更に難しい cavity scatter-
ingを解くことも本研究の主眼である。cavity scattering
とは凹形状が含まれるような壁を持つ半無限空間にお
ける散乱問題である。そのため、本研究では Hybrid法
を拡張し、cavity scatteringを高精度に解くための方法
論を確立することをもうひとつの目的とする。

2. 提案法
(1) 見かけの固有値問題の解消
本節ではLaiら [1]により提案されたHybrid積分表現
を用いた解法における、見かけの固有値問題を Burton-
Miller法を用いて解消する方法を示す。
見かけの固有値問題とは、間接型境界要素法を用い
て散乱体を含む散乱問題を解く場合に、散乱体内部で
の共振による影響が散乱体外部に現れ、精度が悪化する
問題である。この問題の解消方法として Burton-Miller
法があり、この方法を応用して Hybrid積分表現を用い
た解法における見かけの固有値問題を解消する。この
とき、従来の Burton-Miller法は解に含まれるすべての
項に Burton-Miller型の項を追加するのに対し、提案法
では散乱体による散乱波の項のみに Burton-Miller型の
項を追加して解を仮定する。

(2) Cavity scatteringの解法
本節ではHybrid積分表現を用いた cavity scatteringの
解法を示す。この解法は従来法である鏡像法で解けな
かった設定での散乱解析を行うことを可能にする。
図 1に示す設定の問題を解く。図 1は無限の長さを
持つ半無限境界の一部が凹んでおり、更に点波源と 2つ
の散乱体が配置されている。半無限境界が凹んでいる
ため鏡像法を用いて解くことができない。同様の理由
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図–1 cavity scatteringの問題設定

図–2 従来法（鏡像法）と提案法の相対誤差

により Hybrid積分表現を用いた解法もそのまま用いる
ことはできない。そこで、図 1に示した仮想境界を導
入し、仮想境界の外側では半無限境界が凹みをもたな
い半無限空間散乱問題、仮想境界の内側では有限空間
の散乱問題として解く。仮想境界の導入にあたり、仮想
境界の外側と内側の影響を相互に伝達するため、仮想
境界からの影響を表す項を積分方程式に追加する。

3. 数値計算例
種々のベンチマーク問題に対し、提案法による結果と
鏡像法による結果との比較による精度検討を行い、十
分な精度の結果が得られていることを確認した。
図 2は提案法と鏡像法により求めた内点における音
圧の複素振幅の実部の相対誤差をまとめた図である。内
点は (0.0, 4.0)に重心を持つ一辺 8.0の正方形領域に約
10000点配置した。対象とした問題は、領域 R2

+におい
て、(0.0, 1.5)を中心とする半径 1.0の円に (1.0, 3.0)に
配置された点源から波が入射する問題である。境界条
件は半無限境界、散乱体表面ともに斉次 Neumann境界
条件とした。この図から、見かけの固有値による精度
悪化が解消されていることが分かる。
図 3は、提案法を用いて計算した散乱体を含む cavity

scatteringのある時刻における波の様子を表す図である。
対象とした問題は、中心 (0.0, 0.0)、半径1.0の円により下
側に凹まされた y = 0の半無限境界と、中心が (−1.5, 1.5)
で半径 0.3の円、中心が (3.5, 3.5)で半径 0.3の円が配置
されており、そこへ (0.0, 2.0)にある点源からの波が入
射する問題である。境界条件は半無限境界、散乱体表

図–3 提案法で求めた波の様子

面ともに斉次 Neumann境界条件とした。また、仮想境
界は (0.0, 0.0)を中心とする半径 3.0の円の上半分とし
た。仮想境界上において明らかに不連続である箇所は
無く、提案法は凹形状を含む複雑な設定の散乱解析が
可能であることが分かる。提案法による計算の妥当性
検討には境界近くでの数値微分を用いて境界条件が実
用上問題ない精度で計算できていることを確認した。

4. 結論
Burton-Miller法を応用することによりHybrid積分表
現を用いた解法の見かけの固有値問題を解消すること
ができた。また、提案法に仮想境界を導入するという
アイデアを加え、従来法である鏡像法では解くことが
できない cavity scatteringの解法を提案した。
今後の課題としては、本手法の電磁波や弾性波への
拡張や 3次元の問題への拡張が挙げられる。また、上
記の課題に取り組む際に計算量が大幅に増大し、計算
の短縮も必要となると考えられるため、解法全体の高
速化も今後の課題とする。
謝辞: Zhejiang大学の Jun Lai先生は、先行研究論文
の内容に関するメールでの質問に快く答えてください
ました。お礼申し上げます。
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源点選択を含む基本解近似解法の開発と
その面外波動問題への適用

Development of the method of fundamental solutions with source point selection
and its application to anti-plane wave problems

古川陽 1) 坂井友哉 2)

Akira Furukawa and Tomoya Sakai

1)博 (工)北海道大学工学研究院准教授（〒 060-8628北海道札幌市北区北 13条西 8丁目, E-mail: afurukawa@eng.hokudai.ac.jp）
2)北海道大学環境科学院修士課程（〒 060-0810北海道札幌市北区北 10条西 5丁目, E-mail:
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The method of fundamental solutions (MFS) is a numerical method for solving partial differential equations.
In the MFS, source points representing the approximation solutions are located in the complementary domain
of analysis ones. Generally, the number and location of the source points are arbitrary, but they affect the
accuracy of approximation solutions. Therefore, an apropriate method for determining them is required. In
this study, we implement the orthogonal matching pursuit to the MFS for the selection of source points and
check its validity.
Key Words : The method of fundamental solutions, Ortogonal matching pursuit, Antiplane wave

1. はじめに
基本解近似解法 [1] は，偏微分方程式に対するメッ
シュフリー型の数値解法であり，解析における未知量の
数が少なくて済む，数値計算の実装が容易である，な
どの特徴を持つ．その一方で，基本解近似解法では，解
表現に用いる基本解の源点の数や配置が近似解に影響
を及ぼすことが知られている．線形問題に対して疎な
解を求める手法のひとつに，直交マッチング追跡 [2]が
ある．この手法は l0 最適化に分類され，貪欲法に基づ
いて基底ベクトルの選択を繰り返し行う．直交マッチン
グ追跡により，線形問題の解を表現するために必要と
なる基底を選択することが可能となる．そのため，直
交マッチング追跡は基本解近似解法の源点の数や配置
の決定にも適用可能と考えられるが，その有効性は十
分に検討されていない．
以上を踏まえ，本研究では，直交マッチング追跡によ
る源点選択を含む基本解近似解法を開発する．開発手
法を用いて線形弾性体の面外波動散乱問題を解き，近
似解の特徴と源点配置の選択傾向について考察する．こ
れ以降の説明では，特に断りのない限り，1つの項に繰
り返し現れる下付き添え字に対して総和規約を適用す
る．また，ギリシャ文字による下付き添え字は 1, 2を
とるものとする．

2. 解析手法
(1) 対象とする問題
本研究では，等方で均質な線形弾性体の面外波動散
乱問題に対する基本解近似解法の適用について考える．
図–1に，解析対象とする外部領域 V を示す．同図にお
いて，∂V は散乱体の境界，VC は補領域を表す．また，
n (= [n1, n2]T)は境界上の単位外向き法線ベクトルであ

図–1 面外波動散乱問題

る．ただし，(·)T は行列・ベクトルの転置を表す．
周波数領域における等方性弾性体の運動方程式は，物
体力をゼロと仮定すると，次式で与えられる．(

µ
∂2

∂xβ∂xβ
+ ρω2

)
ũ(x) = 0 (1)

ここに，ũ(x)は位置 x (= [x1, x2]T)における面外方向変
位，ωは角周波数を表す．また，ρ, µは弾性体の密度と
せん断弾性係数を表す．加えて，面外方向変位 ũ(x)は，
重ね合わせの原理により，以下の関係式を満たす．

ũ(x) = ũin(x) + ũsc(x); x ∈ V ∪ ∂V (2)

ここに，(·)in および (·)sc は，入射波および散乱波に関
する物理量を表す．ただし，入射波は既知とし，散乱波
は放射条件を満たす．面外波動散乱問題は，これらの
式に適切な境界条件を与えることで解くことができる．
本研究では表面力フリー問題を考え，境界条件を以下
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の式で与える．

t̃(x) = µ
∂ũ(x)
∂nx

= µnβ(x)
∂ũ(x)
∂xβ

= 0; x ∈ ∂V (3)

ここに，t̃(x)は位置 xにおける面外方向表面力であり，
∂/∂nx は境界 ∂V 上での法線方向微分を表す．

(2) 基本解近似解法
前節に示した問題に対して基本解近似解法を適用す
る．基本解近似解法では，領域内部および境界上の変
位を次式で表現する．

ũ(x) := ũin(x) +
N∑

k=1

Ũ(x, yk)c̃k; x ∈ V ∪ ∂V, yk ∈ VC (4)

ここに，c̃k は境界条件によって決定される近似係数を
表す．また，Ũ(x, y)は式 (1)に示す運動方程式に対す
る基本解であり，次式で与えられる．

Ũ(x, y) =
i

4µ
H(1)

0 (kT r) (5)

ここに，xは観測点，yは源点を表す．また，kT は面外
波動の波数，H(1)

n は n次の第 1種 Hankel関数を表す．
加えて，r = |x − y|および i =

√
−1である．式 (4)を用

いれば，表面力は以下の式で表現できる．

t̃(x) := t̃in(x) +
N∑

k=1

T̃ (x, yk)c̃k; x ∈ ∂V, yk ∈ VC (6)

ただし，T̃ (x, y)および t̃in(x)は，それぞれ以下の式で与
えられる．

T̃ (x, y) = µnβ(x)
∂Ũ(x, y)
∂xβ

(7)

t̃in(x) = µnβ(x)
∂ũin(x)
∂xβ

(8)

本研究では，散乱体の境界 ∂V 上に選点 xi（i =
1, 2, · · · ,M）を配置し，その選点上で境界条件を満足
するように近似係数 c̃k を決定する．このとき，解くべ
き連立 1次方程式は，以下のように表現できる．

D̃c̃ = h̃ (9)

ただし，D̃ ∈ CM×N , c̃ ∈ CN , h̃ ∈ CM である．式 (9)に
おいて，未知ベクトル c̃の成分は，次式で表現される．

(c̃)k := c̃k (10)

また，係数行列 D̃および既知ベクトル h̃の成分は，そ
れぞれ以下の式で与えられる．

(D̃)ik := T̃ (xi, yk) (11)

(h̃)k := −t̃in(xi) (12)

(3) 直交マッチング追跡による求解
本研究では，式 (9)に示す連立 1次方程式の求解に直
交マッチング追跡を用いる．直交マッチング追跡では，
線形システム y = Axに対して，以下に示す l0最適化問
題を解く．

minimize
x

∥x∥0 subject to y = Ax (13)

ここに，∥ · ∥0 は l0 疑似ノルムであり，その値は対象と
するベクトルの非ゼロ成分の個数に対応する．直交マッ
チング追跡では，式 (13)を解くために反復計算を実行
する．このとき，初期値は以下のように設定する．

x[0] = 0, r[0] = y, S−1 = ∅, k = 0 (14)

ここに，0は零ベクトル，Sk は各反復ステップで選択
した列ベクトルの情報を記憶するためのインデックス
集合である．最適解の計算では，式 (14)をもとに，以
下に示す処理を順に実行する．

i[k] := arg max
i

|⟨ai, r[k]⟩|2
⟨ai, ai⟩

(15)

Sk := Sk−1 ∪ {i[k]} (16)

x̄[k] := [AH
Sk

ASk ]
−1AH

Sk
y (17)

x[k + 1] :=
∑
i∈Sk

x̄i[k]ei (18)

r[k + 1] := y −
∑
i∈Sk

x̄i[k]ai (19)

k := k + 1 (20)

ここに，⟨·, ·⟩はベクトルの内積，ai は行列 Aの i列目
の列ベクトルを表す．また，ASk は，行列Aのうち，イ
ンデックス集合 Skに記憶されたインデックスの列ベク
トルのみを並べてできる行列を表す．加えて，eiは i番
目の成分にのみ値を持つ標準基底を表す．式 (19)に示
す r[k + 1]は，k + 1回目の反復計算における残差ベク
トルに対応する．なお，式 (15)–(20)に示す反復計算は，
以下の終了条件が満足されるまで繰り返し実行する．

k = M (21)

ただし，この終了条件の判定は，式 (20)の計算の後に
実行される．これにより，近似係数は，形式上，以下の
ように表現できる．

c̃ = x[M] (22)

式 (22)で与えられるベクトル c̃の非ゼロ成分の個数は
Mであり，これは選点の数に一致する．加えて，N > M
として計算を実行すれば，源点の選択が可能となる．

3. 数値解析例
(1) 解析条件
本稿では，波動関数展開 [3]による解析解が存在する
問題を対象に，数値解析結果を示す．対象とする問題
において，散乱体は原点を中心とする半径 a = 1の円
とし，入射波は以下に示す平面波で与えた．

ũin(x) = exp[ikinx1] (23)
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表–1 参照解との最大誤差 Dmax の比較
M

100 200 400

N 109 0.850E−04 - -

249 0.412E−03 0.122E−05 -

484 0.206E−01 0.583E−05 0.164E−05

1941 0.421E−01 0.394E−02 0.181E−05

7825 0.128E−01 0.139E−01 0.151E−01

31397 0.553E+01 0.122E−01 0.170E−01

125609 0.650E+01 0.697E−02 0.118E−01

ここに，kinは入射波の波数であり，次式で与えられる．

kin = kT =
ω

c
, = c =

√
µ

ρ
(24)

また，角周波数は ω = 1 とし，弾性体の密度は ρ =
1，せん断弾性係数は µ = 1とした．選点 xi は境界上
に等間隔に配置し，その数は M = 100, 200, 400 とし
た．源点 yk は解析における補領域に，x1, x2 軸方向に
対して等間隔に配置した．このとき，源点の数は N =
109, 249, 484, 1941, 7825, 31397, 125609とした．ただし，
解析は N > Mの組合せの場合のみ実行した．なお，波
動関数展開における展開項数は 20とした．
本稿では，基本解近似解法によって得られる近似解

ũ(x)と波動関数展開による参照解 ũref(x)の最大誤差を
用いて解析結果を整理する．参照解の最大誤差 Dmaxの
計算には，以下の式を用いた．

Dmax = max
l=1,2,··· ,L

∣∣∣ũ(ξl) − ũref(ξl)
∣∣∣ (25)

ここに，ξl は境界上に等間隔に配置された標本点を表
し，L = 1000とした．

(2) 解析結果
表–1に，各解析条件における参照解との最大誤差Dmax

を示す．この表に示す結果から，すべてのMに対する結
果において，Nが小さい場合に最大誤差 Dmaxが小さく
なる傾向が確認された．また，Nの変化に対する最大誤
差 Dmaxの変化は単調ではなく，増減を伴うことが確認
された．表–2に，各解析条件における条件数 cond ASk

の計算結果を示す．この表に示す結果から，すべての
Mに対して，N を小さくすると条件数が極めて大きく
なり，N を大きくすると条件数の増大が緩和されるこ
とが確認された．これらの結果から，直交マッチング追
跡を用いた基本解近似解法では，N を小さくする（源
点を疎に分布させる）ことで，参照解との最大誤差が小
さくなり，条件数 cond ASk は大きくなった．一方，N
を大きくする（源点を密に分布させる）と，その逆の
傾向を示すことが確認された．
続けて，選択された源点の傾向について確認する．図–

2 から図–6 に，M = 400 における各解析条件（N =
484, 1941, 7825, 31397, 125609）における源点の配置と

表–2 条件数 cond ASk の比較
M

100 200 400

N 109 0.181E+19 - -

249 0.305E+06 0.261E+19 -

484 0.209E+04 0.225E+12 0.738E+12

1941 0.800E+02 0.164E+05 0.362E+11

7825 0.109E+03 0.326E+03 0.127E+06

31397 0.178E+04 0.290E+03 0.947E+03

125609 0.183E+04 0.124E+04 0.161E+04
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図–2 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 484）
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図–3 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 1941）

近似係数の絶対値 |c̃k |を示す． これらの図に示す結果
から，図–2および図–3に示す結果では，源点の配置は
x2 軸に対して非対称となり，近似係数の絶対値 |c̃k |は
比較的大きくなった．一方，図–4から図–6に示す結果
では，N の増加に伴い，選択される源点の配置と近似
係数の絶対値が収束する様子が確認された．また，源
点の配置は，x2 軸に対して概ね対称となった．以上の
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図–4 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 7825）
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図–5 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 31397）
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図–6 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 125609）

ことから，源点の数 N の増加よって，近似解の解表現
が収束することが確認された．
最後に，N の増加によって参照解との最大誤差 Dmax

の減少を実現できなかった原因について考える．図–7
に，{M,N} = {400, 125609}に対する境界上の表面力 t̃(x)
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図–7 境界上の表面力（(a)選点 xi における値，(b)標本点 ξl

における値）

を示す．同図において，(a)は選点 xiにおける境界値を，
(b)は最大誤差の計算に用いた標本点 ξlにおける境界値
を示す．これらの結果から，同図 (a)に示す通り，選点
では境界条件を満たす境界値が得られていることが確
認できる．一方，同図 (b)に示す通り，標本点 ξl では
境界値が大きく異なる位置が存在し，表面力フリーの
境界条件を適切に表現できていないことが確認できる．
これが原因となり，参照解との最大誤差 Dmaxの減少を
実現できなかったと考えられる．

4. おわりに
本研究では，等方で均質な線形弾性体の面外波動散乱
問題を対象に，源点選択を含む基本解近似解法を開発し
た．開発手法では，源点選択に直交マッチング追跡に基
づく l0 最適化を用いた．開発手法を用いた数値解析例
では，まず参照解との最大誤差 Dmaxと条件数 cond ASk

を用いて結果を整理した．得られた結果から，源点の
数 N が小さい場合に，参照解との最大誤差 Dmax が小
さくなり，条件数 cond ASk は大きくなることが確認さ
れた．続けて，選択された源点の配置と近似係数の絶
対値の比較を行った．この結果から，源点の数 N を増
やすことで，選択される源点の配置と近似係数の絶対
値が概ね等しくなることが確認された．
開発手法では，源点の数 N を増やした場合の近似解
の精度に課題が残った．今後は，源点の数 N が大きい
場合の近似解の精度の向上に取り組む予定である．ま
た，源点選択については，l1 正則化など他の手法の適
用可能性について検討を行う予定である．
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We propose an algorithm to sequentially estimate positions and shapes of unknown scattereres in a 3D acous-
tic field from time-sequences of sound pressure at the predefined observation points. The method to estimate
shapes of scattereres follows the previous study on the shape optimisation that exploits the shape derivative
(shape senstivity) based on the adjoint variable method. On the other hand, the sensitivity regarding po-
sitions of scattereres is newly obtained by modifying the aforementioned shape sensitivity. In addition, a
global search is considered before predicting the positions locally and precisely. We verify those two types
of estimation independently to realise the proposed algorithm in the near future.
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1. 序言
既知の入射音波によって所定の観測点において得た
音圧波形を基に、未知の物体（音響散乱体）の位置や形
状を推定すると言った逆問題を、精度良くかつ効率的
に解くための手法の開発は、本質的には非破壊検査 [1]
に類する問題に応用可能であり、工学的に重要である。
本研究は、先行研究で開発した 3次元音響問題用形
状最適化システム [2]を応用して、未知の音響散乱体の
位置と形状を推定することを目的とする。
先行研究 [2]においては、所定の観測点 zkにおける音
圧 u(zk, t)の自乗を時刻 t = 0からある所定の時刻 t = T
まで時間積分したもの、すなわち∑

k

∫ T

0

u2(zk, t)
2

dt (1)

を目的関数と定義し、それを最大化または最小化する
ような散乱体の形状を求めた。最大・最小化のために
は准Newton法を用いるが、その適用に先立って必要と
なるのが形状導関数の誘導である。さらに、散乱体は
複数の NUBRS曲面で構成された閉曲面でモデル化し、
その制御点の座標を設計変数とする。このとき、誘導
された形状導関数は個々の制御点の座標に関する目的
関数の感度を表す。
本研究では、(1)の u(zk, t) を、それ自体と観測点に

おいて予め観測されている音圧の時刻歴（波形データ）
f (zk, t)との差に置き換えた目的関数 J（具体的には式
(2)の通り）を最小化する。最小化されたJ に対応する
散乱体の位置と形状は真のそれらを与えるものと期待
される。ここで、散乱体の位置と形状は区別すること
なく、同時に推定することも可能であるように思われ
る。しかし、それらを同時に推定しようとすると、散
乱体が自己交差してしまったり、複数の散乱体の推定
の際には散乱体同士が交差してしまうといったことが
起こり得る。そこで、本研究では位置と形状を逐次的
に推定する手法を提案する。

2. 逆問題の設定

3 次元内に存在する未知の散乱体を、ある入射波
uin(x, t) を与えたときに所定の観測点 {zk}k=0,1,... におい
て得られる音圧の時間波形 { f (zk, t)}k=0,1,...から推定する
逆問題を考える。求めたい未知の散乱体の個数、位置
および形状を仮定し、その散乱体に対して同じ入射波
を与えたときに同じ観測点において得られる音圧波形
を u(zk, t)と表すとき、当該の逆問題は次式の目的関数
J を最小化することによって解けると期待される。

J(u) B
∑

k

∫ T

0

|u(zk, t) − f (zk, t)|2
2

dt (2)
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ここに、T は観測の最終時刻を表す。また、uは次式の
3次元波動方程式の初期値境界値問題（非定常外部散乱
問題）の解であるとする。

支配方程式 ∇2u(x, t) =
1
c2 ü(x, t) x ∈ V, t > 0 (3a)

境界条件 q(x, t) = 0 x ∈ S , t > 0 (3b)

初期条件 u(x, 0) = u̇(x, 0) = 0 x ∈ V (3c)

放射条件 u(x, t)→ uin(x, t) |x| → ∞, t > 0
(3d)

ここに、V は散乱体群を取り囲む無限大の音場（図-1)、
S は散乱体群の表面（S := ∂V）、cは領域 V における
音速、(̇)は時間微分、nは領域 V の単位外向き法線を
表し、q B ∂u

∂n である。式 (3)で表される初期値境界値問
題（後述する随伴変数法の観点より主問題と呼ぶ）は先
行研究で開発した高速時間領域境界要素法（TDBEM）
[3,4]によって数値的に解くものとする。

図–1 問題構成

3. 形状推定
散乱体の形状の推定に対しては、先行研究 [2]の音圧
の最大・最小化問題に関する形状最適化手法が流用で
きる。以下では、まず、(2)の目的関数J に対する形状
導関数を示す。次に、NURBSパッチを導入して形状導
関数を離散化する。最後、形状推定の手法を示す。

(1) 形状導関数
領域 V 上の点 xを εv(x)だけ微小摂動したとき生じ
る新たな領域を Ṽ と表す。このとき、変形後の音圧 ũ
に対する目的関数J(ũ)は εについて以下のように展開
できるとする。

J(ũ) = J(u) + εD(u) + O(ε2) (4)

ここで、εの係数であるDを形状導関数と呼ぶ。
式 (2)の目的関数 J に対する形状導関数Dは、先行
研究 [2]の目的関数である (1)の場合と同様に、随伴変
数法を用いて導くことができ、次式のようになる。

D(u) =
∫ T

0

∫
S

(
1
c2 u̇(x, t)λ̇(x, t)

− ∇S u(x, t) · ∇S λ(x, t)
)
v(x) · n(x) dS dt (5)

ここに、∇S は表面勾配、λは随伴変数であり、次の随

伴問題の解である1：

∇2λ(x, s) − 1
c2

∂2λ(x, s)
∂s2

= −
∑

k

(u(zk,T − s) − f (zk,T − s)) x ∈ V, s > 0

ξ(x, s) :=
∂λ

∂n
= 0 x ∈ S s > 0

λ(x,T ) =
∂λ

∂s
(x,T ) = 0 x ∈ V,

λ(x, s)→ 0 |x| → ∞, s > 0

この随伴問題は最終時刻が規定された変種の初期値境
界値問題であるが、λrev(x, s) := λ(x,T − s)と定義した
関数 λrev を用いれば、(3)の通常の初期値境界値問題に
帰着する。主問題との違いは波動方程式が非斉次とな
る点である。目的関数を (1)から (2)に代えたことの違
いは、非斉次項が −u単体ではなくて差 −(u− f )になる
ことに現れる。したがって、本研究の随伴問題も主問
題と同じ TDBEM [3,4]を用いて数値的に解くことがで
きる。

(2) NURBSによる境界 S の表現
本研究で用いる TDBEM [3,4]では、境界 S を区分的
な一定要素で離散化する。ここで形状最適化において
要素の節点（頂点）を設計パラメータとして選択する
ことは自然で簡単である。しかし複雑な境界や高周波
の問題では境界要素の数 Nsは数値計算精度の観点から
大きくする必要があり、設計変数の数は不用意に大き
くなることがある。この問題を解決するために境界 S
を NURBSパッチによって構成する。
二つの NURBS曲線のテンソル積として、曲線パラ
メータ αと βに関して、以下の NURBSパッチを導入
する。

x(α, β) =

∑mα−1
i=0

∑mβ−1
j=0 Nkα

i (α)Nkβ
j (β)wi j pi j∑mα−1

i=0
∑mβ−1

j=0 Nkα
i (α)Nkβ

j (β)wi j

(6)

ここに、pi j と wi j は (i, j)番目の制御点と重みであり、
Nkα

i (α) は次数 kα の Bスプライン関数を表す。同様に
Nkβ

i (β)も定義される。
個々の NURBSパッチの四つの角の制御点（すなわ
ち、p0,0、pmα−1,0、p0,mβ−1、pmα−1,mβ−1）が NURBSパッ
チ上に存在し、かつ面の法線が不連続に変化しないよ
うにするために、次式のような一様固定ノット {ai} を
用いる。

ai =


0 (i = 0, . . . , kα)

i−kα
mα−kα

(i = kα + 1, . . . ,mα − 1)

1 (i = mα, . . . ,mα + kα)

(7)

同様に、{bi}も定義する。
1 本論文の随伴問題は先行研究 [2]の式 (6)に相当する。先行研究
は内部問題を対象として形状導関数の誘導を行っているのに対
して、本論文は外部問題を扱っているので、放射条件を追加し
ている。
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複数の NURBSパッチによって S を構成するが、そ
の場合に (6)は以下のように表現できる。

x(α, β) =
N∑
ν=1

Rν(α, β)pν (8)

ここに、{pν}Nν=1は全てのNURBSパッチの制御点の（重
複を除いた）集合である。

(3) 形状導関数の離散化
式 (8)で表されるNURBSパッチ上の点 xとその摂動
後の点 x̃との差 εvは次のように表現できる。

εv = x̃(α, β) − x(α, β) =
N∑
ν=1

Rν(α, β)δpν (9)

ここに、δpv B p̃ν − pν は pv の摂動量を表す。式 (9)と
(5)より、(4)は次のように表現できる。

J(ũ) = J(u) +
N∑
ν=1

dv · δpν + O(ε2) (10)

ここに、dν は pν に関する離散化した形状導関数であ
り，以下のように表すことができる。

dν B
∫ T

0

∫
S

(
1
c2 u̇λ̇ − ∇su · ∇sλ

)
RνndS dt (11)

式 (11)のように離散化された形状導関数を評価する
ためには注意が必要である。なぜならば、関連する境
界データ φ (= u または λ）は時刻 tβ(= β∆t) における
要素 E j 上の定数 φ j(tβ) C φ j,β として離散的に得られる
からである。まず、時間微分については、φの時間基底
（時間ステップ幅 ∆t に等しい一様ノットに基づく d 次
B-spline基底）を素朴に時間微分すればよい。他方、表
面勾配 ∇Sφは φが S 上で区分一定であるから、近似計
算が必要である。詳細は [2]を参照されたい。

(4) 準 Newton法への帰着
式 (10)の展開式は p1, . . . , pN に関する一次近似と見
なすことができる。ここで、3N 次元の数ベクトル

p B
(
pT

1 , . . . , p
T
N

)T
, d B

(
dT

1 , . . . , d
T
N

)T

を定義すると、(10)は次のように表現できる。

J(p + ∆p) ≈ J(p) + dTp (12)

これより、dを勾配 ∇J とみなすことによって、準New-
ton法に準じた非線形最適化手法が適用できることがわ
かる。具体的な解法としては、必要に応じて不等式制
約を扱うことができる SLSQP法 [5]を用いる．
形状最適化を実行するためには、初期形状 S を与え
る個々の制御点 pν の座標を定め、それらが最適化の過
程の中で変動し得る上限 Uν および下限 Lν を定める。
このとき、序言で述べたように、変動量を大きく設定
すると、散乱体（あるいは対応する NURBS曲面およ
び境界メッシュ）が交差してしまう可能性がある。ま
た、適切にリメッシュを行わないと、TDBEMの計算精
度を損なう可能性もある。これらの問題を回避するた
めに、各散乱体の変形は行うことなく、相互に交差し
ない程度の平行移動によって位置の推定のみを行う。

4. 位置推定
位置推定とは、各散乱体を変形すること無く、それ
を平行移動することによって、(2)の目的関数を大まか
に低減するプロセスである。位置推定は以下に述べる
二段階からなる。

(1) 位置の大域推定
散乱体の初期位置によっては局所最適解に陥ること
がある。そこで、初期位置を大域的に推定する。すな
わち、散乱体の探索領域を選定し、その領域上に所定
の探索点を設ける。次いで、各散乱体の中心をいずれ
かの探索点に取り、その状態で目的関数 J の値を計算
する。素朴には、探索領域を直方体領域として、それ
に直交格子を設けて、その格子点を探索点とすればよ
い。そして、J が最小となる探索点を、次に述べる局
所推定の初期位置とする。
なお、探索点の個数を G、仮定する散乱体の個数を

Mとするとき、J の計算回数は O(GM)となってしまう
ので、計算コストには注意を要する。（散乱体の形状を
全て同一と仮定すれば、計算回数は減じることができ
るが、オーダー的には同じである。）

(2) 位置の局所推定
大域推定で得られた位置を初期値として、そこから
各散乱体を比較的狭い範囲において（すなわち、局所
的に）平行移動することによって、より精度良く位置
推定を行う。この推定（最適化）に対して、形状推定
と同様な準 Newton法を適用する。そこで、注目する k
番目の散乱体の制御点の初期位置からの平行移動量を
q(k) と表す。このとき、(8)より、その散乱体の表面上
の点 xは次のように表すことができる。

x(α, β) =
∑
ν

Rν(α, β)(pν − q(k))

ここに、νに関する総和は注目する k番目の散乱体に関
連する制御点 pν に関してのみ取る。上式の点 xが点 x̃
に摂動したとき、対応する微小変形 εvは以下のように
なる．

εv = x̃(α, β) − x(α, β) =
∑
ν

Rν(α, β)δq(k) = δq(k)

ここに、δq(k) B q̃(k) − q(k) である。また、NURBS基底
の partition of unity

∑N
ν=1 Rν = 1を用いた。これと (5)の

形状導関数より、(4)は次のようになる．

J(ũ) = J(u) +
M∑

k=1

d(k) · δq(k) + O(ε2)

ここに、d(k)は平行移動ベクトル q(k)に関する離散化し
た感度であり，以下のよう表せる．

d(k) B
∫ T

0

∫
S

(
1
c2 u̇λ̇ − ∇su · ∇sλ

)
n dS dt

さらに、(12)の形式に表現するならば、3M次元のベク
トル

p B
(
(q(1))T, . . . , (q(M))T

)T
, d B

(
(d(1))T, . . . , (d(M))T

)T

を定義すればよい。
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5. 位置と形状の逐次推定アルゴリズム
前節までを総合して、以下のようなアルゴリズムに
よって散乱体の位置および形状推定を行う：
Step 0 初期化：散乱体の個数 Mを仮定し、各散乱体の

初期形状を設定する。
Step 1 位置の大域推定：4.(1)節に従う。
Step 2 位置の局所推定：4.(2)節に従う。
Step 3 形状推定：散乱体個々の自己交差や、散乱体同士

の交差が発生しないように各制御点の座標の変化
の上限および下限を絞り込んだ上で、3.節に従う。

Step 4 収束判定：Step 2の目的関数の収束値と、Step 3
のそれとの相対変化を計算し、閾値よりも小さけ
れば推定を終了し、そうでなければ Step 2に戻る。

6. 数値計算例
本稿執筆時点において、5.節で述べたアルゴリズム
に従う位置および形状の逐次的推定に関する数値実装
を行うには至っていない。そこで、散乱体の位置推定
と形状推定をそれぞれ独立に検証する。

(1) 位置推定
a) 問題設定
推定したい散乱体の真の形状（以下、目的形状と呼
ぶ）は、一辺 L∗ が 0.5 の立方体として、中心は c∗1 :=
(0.4,−0.4, 0.1) あるいは c∗2 := (1.0, 0.2, 0.7) の二通りと
する。推定したい散乱体の初期形状は一辺が 0.5 の立
方体とする2（図-2）。まず、大域推定において、推定し
たい散乱体の中心は、立方体状の探索領域 {0.3 ≤ x ≤
1.3, −0.5 ≤ y ≤ 0.5, 0.0 ≤ z ≤ 1.0}に設けた 5 × 5 × 5個
の格子点の上に取る。したがって、合計 125個の格子
点において目的関数 J を計算し、その値が最小と格子
点を局所推定における中心座標の初期値とする。
入射波としては、+x軸方向に進行する次の正弦波状
平面波パルスとする。

uin(x, t) =
1
2

[
1 − Cos

(
2π
Λ

(x − ct)
) ]

ここに、波速 c = 1、パルス長さΛ = 0.5であり、Cos(x)
は次のようなパルス状の三角関数である：

Cos x =

cos x (0 ≤ x ≤ 2π)　

1 (otherwise)

式 (2)の目的関数 J を評価する観測点は図-2に記し
た点 z0から z5の 6点とする。また、目的形状において
観測点で計算された波形（すなわち、式 (2)の f (t, zk)）
を図-3に示す。なお、いずれの c∗ においても、観測点
z1 と z4 は面 z = y+ 0.5に関して対称な位置に設けられ
ているため、それらの波形データ一は（TDBEMの計算
誤差の範囲で）一致することに注意する。z3 と z5 につ
いても同様である。
立方体の 2次の NURBSパッチ（重み係数は一様と
したので、実際には 2次 B-spline曲面）を６個から構
成した。設計変数である制御点の数は各面 4 × 4 = 16
点であり、計 56とした（図-4左）。

2 モデル作成が簡便であるために、初期形状も目的形状と同じく
立方体としたが、両者が別の形状でも構わない。

図–2 位置推定における問題設定

c∗ = c∗1 の場合
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図–3 位置推定における観測波形 f

局所推定において、最適化手法としては NLoptパッ
ケージ [5]の逐次最小二乗法（SLSQP）を用いた。収束
判定については目的関数 J の絶対値が 10−7 以下とし
た。また、設計変数である制御点のいずれの座標の初
期座標からの変動量も上限を 0.2、下限を −0.2とした。

TDBEMの設定としては、時間ステップ幅 ∆tは 0.02、
時間ステップ数は 200（このとき、最終時刻 T = 3.98）
とし、高速 TDBEM [3,4]の精度パラメータである空間
と時間の補間点数は共に 8とした。上記の立方体状散
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図–4 制御点の配置（左）と境界要素メッシュ（右）

乱体は計 7776個の三角形要素によって分割した（図-4
右）。
b) 結果と考察
大域推定において J が最小となる中心は、c∗1 の場
合には (0.3,−0.5, 0.0)、c∗2の場合には (1.05, 0.25, 0.5)と
なった。これらは正解である c∗1と c∗2にそれぞれ近接し
ている。全 125点における J の逆数の分布を示す図-5
からもそれが確認できる。
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図–5 位置の大域推定における目的関数 J の逆数の分布：小
球は c∗ を表す

局所推定については、図-6に示すように、c∗1 の場合
には 13回、c∗2の場合には 8回の反復で収束した。推定
された中心座標は、c∗1 と c∗2 とほとんど相違なかった。
このような高精度な推定結果となった理由は、初期形
状が目的形状と全く同じ形状であると仮定した上で平
行移動のみによって最適解を探索したからであり、初
期形状が目的形状が異なる形状であればその限りでは
ないと思われる。
さらに、大域推定を行わずに、初期形状として一辺
が 0.5、中心が (0.8, 0.0, 0.5)の立方体を仮定した上で、
一辺が 0.5、中心が c∗2 = (1.0, 0.2, 0.7) の立方体を目的
形状とする場合について局所推定を実行した。その J
の推移を図-7に示す。目的関数値は徐々に降下するも
のの、反復回数の上限として設定した 200ステップ以
内では収束しなかった。その最適解（最終ステップに
おける中心座標）は (0.51,−0.35, 0.15)であり、正解で
ある c∗2 との隔たりは大きい。この結果は大域推定の有

c∗ = c∗1 の場合

c∗ = c∗2 の場合

図–6 位置の局所推定における目的関数の推移

図–7 位置の大域推定を行わずに局所推定のみ行った場合の
目的関数の推移

効性を示してる。

(2) 形状推定
a) 問題設定
目的形状は、中心 c∗が (0.8, 0.0, 0.5)の立方体として、
一辺の長さ L∗ は 0.3 あるいは 0.8 の二通りを考える。
初期形状は立方体3とし、その中心は目的形状と同じく
c∗4、一辺の長さは 0.5とする（図-8）。
入射波、観測点、TDBEM の設定は前節の位置推定
と同じとする。他方、SLSQP法の収束判定においては、
目的関数の絶対値が 10−3 以下であるとした。
b) 結果と考察
図-9に目的関数 J の推移を示す。また、得られた最
適形状を図-10に示す。図-10の L∗ = 0.8の場合、左正
面側（解析における −x 側に対応）の形状は比較的精
度よく推定できている。これは、−x側の面が入射波と
向かい合う面であることから、発生した反射波がその
面の情報を観測点に伝えやすいからと思われる。また、
L∗ = 0.3よりも L∗ = 0.8の方が形状の再現性が高いこ
とがわかるが、これは目的形状が大きい程に反射波と
しての情報量が多いと言う直感に合う。

3 前脚注と同じく、目的形状と初期形状が別の形状でも構わない。
4 目的形状の中心と初期形状の中心は十分に近接している限りは
一致していなくても構わない。
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図–8 形状推定における問題設定

L∗ = 0.3の場合

L∗ = 0.8の場合

図–9 形状推定における目的関数の推移

7. 結言
本研究は、３次元空間内に存在する音響散乱体の位
置と形状を、所定の観測点において取得した波形デー
タから逐次的に推定する手法を提案した。形状推定に
関しては、先行研究 [2]によって開発された随伴変数法
に基づく形状導関数（勾配）を利用した形状最適化手
法を、波形データの観測値と計算値の時間積分を最小
化する問題に適用することで実現した。他方、（局所的
な）位置推定については、散乱体の平行移動を上記の
形状導関数に取り込むことによって、勾配を利用した
最小化問題に持ち込むことができた。また、局所最適

L∗ = 0.3の場合 L∗ = 0.8の場合

図–10 形状推定において得られた最適形状：黒枠は初期形状
を表す

解に陥ることを防ぐために、大域的な位置推定を考慮
した。本稿では、位置と形状の推定を独立に行うに留
まったが、それぞれの数値結果は良好であった。
今後の課題は、5.節に述べたアルゴリズムに即して
位置推定と形状推定を逐次的に実行するための計算プ
ログラムを構築して、目的の逆問題を実現することで
ある。また、散乱体が本当は一つであるのに、複数の
散乱体を仮定した場合には、それら散乱体が交差（合
体）することが妥当に思える。このような場合につい
ても本フレームワークを拡張することも課題の一つで
ある。この点については、トポロジー最適化 [6,7]を用
いる場合との長所および短所も念頭に置く必要がある。
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