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Pictograms are graphic symbols that expresses the meaning or concept of an idea by using the form of the 
target item. They are used for emergency exit signs, public facilities, etc., in order to inform the 
information in a non-verbal way. However, due to the limitations of expression through still images and 
differences in expression by nationality and culture, not all pictograms can be understood clearly by 
everyone. Therefore, a system is developed that recognizes still pictograms using AI and converts them 
into motion graphics. 

Key Words : AI, Image Recognition, Pictograms, Motion Graphics  

1． はじめに 

ピクトグラムとは意味するものの形を使ってその意味

概念を表すグラフィックシンボル（図記号）であり，言語

に頼ることなく，特定の意味を視覚的に認知させる [1] ．

従来は静止画により，非常口サインや公共施設の案内表

示などに使用されてきたが，近年では，東京五輪において

「動くピクトグラム」[2]が登場したように，アニメーシ

ョンにより情報を拡張，モーショングラフィックス化さ

れたピクトグラムが用いられ始めている．本研究では，こ

れを「モーションピクトグラム」と称する． 

ピクトグラムは，意味伝達の目的と，設置場所の景観を

損なわない程度の存在感が求められることから，シンプ

ルかつ安易な表現で，また，利用者が素早く理解できるデ

ザインが求められる．しかしながら，表そうとする事象に

よっては伝達内容の複雑さや国籍・文化による表現の違

いを乗り越えなければならないといった課題もあり，静

止画による表現では限界がある．誰もが正確な意味を一

見して理解できるものばかりではないのが現状である． 

そこで，アニメーションによって情報補完することで，

複雑な事象や静止画では伝わりづらい動きも表現するこ

とができ，より直感的で正確な理解が可能となる．「言語

を必要とせず意味内容を伝える」というピクトグラムの

意義を強化することとなり，例えば，表示が母国語でない

場合や，利用者が子どもである場合のように，文字での説

明が理解できなくても情報を伝えられることで，危険の

回避や注意に役立つ．国際化，多様化の進む現代社会にお

いて，誰もが使いやすい街づくりに貢献することができ

る． 

2． 目的 

ピクトグラムはJIS規格ピクトグラム（案内用図記号 

JIS Z8210）[3]として策定されている104項目をはじめ，公

用，民間合わせ数多くの種類が存在する．国内外を合わせ

ればさらに多種多様なピクトグラムがみられる．また，新

型コロナウイルスによる社会的な影響を受けて，ソーシ

ャルディスタンスやマスク着用，黙食といった数多くの

ピクトグラムが考案されたように，社会の状況や必要に

応じて日々新たなピクトグラムが作成，更新されている． 

これに対し映像作成の手間は静止画の作成に比べ多大

かつ専門性も求められ，時間や人的資源も要する．こうし

たアニメーション作成のコストは，モーションピクトグ

ラムが浸透しづらい理由のひとつでもある． 

そこで，静止画のピクトグラムからモーションピクト

グラムを自動的に生成することができれば，モーション

ピクトグラムによる情報伝達を，実現可能かつ一般に取

り入れやすい手段として浸透させることができる．言語

を要しないコミュニケーション手段として，現状の静止

画ピクトグラムの抱える課題を克服し，安定かつ広範な

情報供給が可能になると考えた．本研究では，AIを用いて

静止画のピクトグラムを認識することで，モーショング

ラフィックス化を行うシステムを開発する． 

3． AIと画像認識を用いたコンテンツ生成 

AIと画像認識を用いて認識結果からコンテンツを生成

することは，これまで，教育分野に適用し，紙面に描かれ

た空間図形を認識し，結果をもとにした3Dモデルを生成

することにより，空間図形の学習支援に適用してきた．[4] 
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本研究では，これを公共空間デザインの分野に適用す

る．なかでも，静止画ピクトグラムの判定，画像認識や特

徴量抽出といった部分が活用できる．認識内容をもとに

したコンテンツ生成という部分では共通するが，3Dモデ

ルからアニメーションへと生成内容が変化する点で，こ

れに応じたシステムの構築が必要となる． 

4． モーションピクトグラム 

最終的な成果のイメージとして，静止画ピクトグラム

をもとにしたモーションピクトグラムを手動で作成した．

例として，図1に静止画のピクトグラムを示す． 

図1は単体かつ静止画の状態では何を示したものか分

かりにくいが，JIS Z8210「転落注意（Caution, drop）」を

示したピクトグラムである．そこで，モーションピクトグ

ラム化を行えば，落下の動作はアニメーションによって

明確に示され，転落に対する注意喚起の意義を強めるこ

とになる．作成したモーションピクトグラムについて，フ

レーム分割した様子を図2に示す． 

5． システム構成 

対象のピクトグラムが表現しようとしているモチー

フ，意味するものの形を，AIおよび画像認識を用いて判

定し，判定結果から対象の動きを推定する．例えば，対

象が人型ピクトグラムであれば「歩く」「走る」といっ

た動作，対象が水や煙であれば物理法則に基づいた「流

れる」「漂う」「落下する」といった動作，矢印による

図示があればその方向に対象が移動，といったように対

象の動作を推測し決定する． 

 

 

 

 

こうした推定結果をもとにモーショングラフィックス

を生成し，モーションピクトグラム化を行う．特に，人型

や動物型のピクトグラムでは，判定した対象に応じた実

写映像や既存のアニメーションの動きを対象の静止画ピ

クトグラムへと転移させることで，新たなもの，未知のも

のであってもモーショングラフィックス化へ対応するこ

とを考える． 

6． 人型ピクトグラムのモーション化 

図-3は「非常口」を示す静止画ピクトグラムである．

この人型ピクトグラムに対し，実写映像から「走る」動

作の転移を行い，新たなモーションピクトグラム生成を

行った． 

(1) Thin-Plate Spline Motion Modelの使用 

 モーションピクトグラム生成のため，Thin-Plate Spline 

Motion Model[5]を用いた動作転移を行った．動作転移に

は事前学習済みモデル「TaiChiHD」を使用した．生成し

たモーションピクトグラムについて，動作転移の様子を

図-4に示す．各フレーム左下部分に動作転移に使用した

実写映像，右上に対象とする静止画ピクトグラムを配置

している． 

図-4に示した生成結果では，人型ピクトグラムの周囲

にグレーのノイズが生じた．また，右足先端部分の動作

が転移せずに一点に固定され，右膝のみが動作している

状態となった．これは，人型ピクトグラムと非常口の周

囲の壁面を示す枠が重なっており，それらが同色で表現

されていることが原因と考えられる． 

 

 

 

 

図 1 静止画ピクトグラム「転落注意」 

図 2 モーションピクトグラム「転落注意」 

（フレーム分割） 

図 3 静止画ピクトグラム「非常口」 

図 4 モーションピクトグラム「非常口」 

（フレーム分割） 
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そこで，非常口周囲の壁面部分を除去し，人型ピクトグ

ラムにフォーカスした状態での動作転移を試行した．動

作転移の様子を図-5に示す． 

図-5に示した生成結果では，図-4の生成結果で見られた

ようなノイズは低減することができた．しかし，右足先端 

部分の動作は転移できず，固定されたままであった．これ

は，使用した実写映像と対象の人型ピクトグラムの初期

姿勢の違いと，使用した学習モデルが原因と考えられる．

人型ピクトグラムでは右足が地面に平行な状態まで曲げ

られているが，実写映像ではそこまで高く曲げられてお

らず，右足先端部分がやや下の位置にある．また，動作転

移において，人体検出に使用した学習済みモデルが，実写

映像に対応したものであり，ピクトグラムのようなデフ

ォルメされた表現には適していなかったものと考えられ

る．これらの問題を解決するためには，初期姿勢の差分を

修正する処理を加え，ピクトグラムの表現に対応した学

習モデルを作成，対応させることが必要である． 

(2) Liquid Warping GAN with Attentionの使用 

 Liquid Warping GAN with Attention[6]では，3次元人体メ

ッシュ復元モジュールによりモデルの体型を再現し，回

転や関節位置に対応可能であることが示されている．

Liquid Warping GAN with Attention の再現手法である

iPERCoreを用いた動作転移を試行した．しかしながら，図

-3「非常口」の静止画ピクトグラムでは，画像内に人体が

認識されず，動作転移を行うことができなかった．また，

背景部分を手動で削除した画像を用いての実行でも，同

様に画像内に人体が認識されなかったため，使用した人

体検出モデルが，デフォルメされた人型ピクトグラムに

対しては適応されないことが示唆された．更に，静止画ピ

クトグラムの種類を変え，図-6に示される「転落注意」「更

衣室」といった姿勢や色の異なる対象でも試行したもの

の，人体は認識されない結果となった．一方，「陸上競技

場」のピクトグラムでは人体の認識に成功した．しかしな

がら，動画との対応クロッピングおよび正面画像の生成

部分が動作せず，モーションピクトグラムの生成はでき

なかった．現状のシステムでは，実写画像の特徴に基づい

た検出や生成を行っているため，ピクトグラムの表現に

適した改善が必要である．対応する認識モデルを作成，適

用させることで，人型ピクトグラム専用の3次元人体メッ

シュ復元の方法を検討，動作転移の実行を目指す． 

7． まとめ 

本研究では，静止画ピクトグラムからモーションピク

トグラムの自動生成を行うことにより，モーションピク

トグラムの利活用をより一般的で現実的な手段とするこ

とを目指す．静止画ピクトグラムの課題である表現の限

界や複雑な事象の伝わりにくさをモーションピクトグラ

ムの活用によって解決することで，言語によらない情報

伝達をより安定的で効果的なものとし，公共の場での注

意喚起や情報伝達といった役割を高める．静止画のピク

トグラムを入力として用い，ピクトグラムが表現する意

味概念を考慮した適切な動作を自動的に生成システム開

発に取り組んだ． 

将来的な展望としては，駅や博物館などの公共施設に

設置されている電子ディスプレイでの利用および，認識

したピクトグラムをマーカ，生成結果を表示コンテンツ

としたAR化への活用も期待できる．ARによるモーション

ピクトグラム化が実現できれば，現実に設置されている

静止画のピクトグラムをそのままに，拡張的にモーショ

ンピクトグラムを取り入れることが可能となる．新たな

ピクトグラムに対してもリアルタイムで情報の拡張，更

新を行うことができる．ARグラスをはじめとした関連デ

バイスの発展および一般への普及とともに，本研究にお

ける認識や自動生成といった利点の活用にも期待したい．  
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The numerical simulations of the mode vibrations of violin are performed by the finite element method 
using super computer and the software. The geometry of violin is scanned by micro CT scanner and the 
orthotropic properties of spruce and maple, such as the Young’s modulus, the rigidity modulus and the 
Poisson’s ratio, are set in the parameters of numerical simulation. The shapes of the main mode vibration 
are shown in this paper. 

Key Words : Vibrations, Violin, Numerical Simulation, Eigenvalue analysis 

1． はじめに 

ヴァイオリンの振動解析は，近年の数値シミュレーシ

ョンによって解析が進んでいる[1-3]．しかし，楽器の音色

（Timbre）の良し悪しの議論はいまだに経験的であり主

観的である．これまでにも多くの科学者や製作者がヴァ

イオリンの名器として知られるStradivariusの作品を様々

な角度から分析し，音色の美とは何かを説明しようと試

みてきた．本研究では，実際のStradivariusによるヴァイオ

リンをスキャンしたモデルを用いた大規模振動解析の試

みについて紹介する．また，三次元解析が可能なソフトウ

ェアを用いて木材の性質によってヴァイオリンの振動数

がどのように変化していくのかを調査した． 

2． 数値シミュレーションについて 

(1) マイクロ CT スキャンとメッシュ生成 

数値シミュレーションに用いる 3D のジオメトリデー

タの取得について概要を示す．マイクロ CT スキャナ(精

度，0.1mm)を用いて，17 世紀から 18 世紀のイタリアの

ヴァイオリン製作者の一人であるAntonio Stradivari(1719

年)の楽器をスキャンした．スキャン時のエラーやノイズ

である断片や小孔を除去したのちSTLファイルとして保

存した．そのポリゴンデータをADVENTUREClusterの

Builderにインポートした．メッシュの要素種別は四面体

二次要素に設定し，基本節点間隔は30mmで定めた. 

(2) 木材の直行異方性の考慮 

ヴァイオリンに用いられるような木材を計算対象とす

る場合では，木材の直行異方性を数値シミュレーション

に設定する必要がある．ヴァイオリンの材料の物理的特

性を，木目方向（Longitudinal）とそれに直交する年輪方向

（Radial），そして年輪の周方向 （Tangential）の3方向の

直交異方性でモデル化した．直交異方性の設定値につい

ては，Table 1 に示すように，ヤング率（縦弾性係数，

Young’s modulus），剛性率（Rigidity modulus），ポアソン

比（Poisson’s ratio）であり，それぞれの値は文献[4]で計測

された代表値を用いた．ここで，Table 1のET, ER と剛性

率の各値は長さ方向のヤング率 EL に対する比率である．

また，Table 2はポアソン比に対する比率である.ヤング率 

EL については，文献 [4]のメープルの代表値である 

12.6GPa を，また，スプルースは9.9Gpaを用いた．ヴァイ

オリンの材料には主にスプルースとメープル，黒檀など

が用いられる．密度は，スプルースが0.36×103 kg/m3，メ

ープルが0.63×103kg/m3である．黒檀は等方性材料とみな

し，比重1.2×103kg/m3，ヤング率1,200kg/m3，ポアソン比

0.2とした．しかし，これらの値はスキャンしたヴァイオ

リンの実際の物性値とは異なるため，今後のオールド楽

器の物性値をどう計測するかを検討する必要がある． 

 

 

 

Table 1 Values for Orthotropic properties for  

setting in numerical simulation 

Property Maple Spruce 

Young’s module ER / EL 0.132 0.078 

ET / EL 0.065 0.043 

Rigidity modulus GLR / EL 0.111 0.064 

GRT / EL 0.021 0.003 

GLT / EL 0.063 0.061 
 

Table 2 Values for Orthotropic properties for  

setting in numerical simulation 

Property Maple Spruce 

Poisson’s ratio μLR 0.424 0.372 

μRT 0.774 0.435 

μLT 0.476 0.467 

Density(kg/m3) 0.63×103 0.36×103 
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(3) 有限要素法解析 

商用ソフトウェアであるADVENTUREClusterを用いて，

固有値解析，モーダル周波数応答解析を行った．求める周

波数は，文献[3]より200Hzから500Hzの範囲とした．Intel 

Xeon W-2223，256GByteのメモリを搭載したWindowsサー

バを用いて2Coreでの計算を行った． 

3.  シミュレーション結果 

(1) ヴァイオリンの振動モード 

実際のヴァイオリンの板の厚みは均一ではなく，中央

部が厚く周辺部へかけて緩やかに薄くなっている．数値

シミュレーションにおいても，この厚みを考慮しないと

正しい計算結果が得られなく，表面のアーチの形状のみ

をスキャンするだけでは不十分である[3]．よって，本研

究のように3Dモデリングなどにより楽器の内側の座標の

取得による正しい厚みの情報が重要である．また，スーパ

ーコンピューターを用いてさらなる大規模振動解析を行

った．今回は，モード振動の条件下でメープルとスプルー

スの2種類の材料について調査した．ここで，Table 3 にヴ

ァイオリン本体の振動モードを示す[1,2]．A0 は breath 

mode とも呼び表板全体が上下に振動する吸込み湧き出

しの単極子のような振動モードで，音量に関連すると言

われる．また，CBR (Center Bout Rotation)モードというね

じれモードや，表板の振動に関連する B1-と裏板の振動

に関連する B1+(Corpus mode)がある．B1-は音のダイナミ

クスや音色(明るい，暗い)に，そして B1+はパワーに関係

すると言われている．今回の研究では計算コストなどの

制約もあり，楽器の表板のみの振動と周辺音場に絞って

計算を行った． 

 

 
(2) 楽器の周波数 

固有値解析の結果では,節点数430,340，要素数

247,183，計算時間は96,754.2秒という結果が得られた．

周波数350HzのときにA0モードの振動に近い解析結果

が出力された．Fig.1は350Hzにおける，ヴァイオリンの

真上(表板側)から見た振動の様子を示している．Fig.2

は350Hzにおける，ヴァイオリンの真下(裏板側)から見

た振動の様子を示している. 

モーダル周波数応答解析については，現在解析中で

あり，解析終了後に振動モードを分析する予定である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig.2 Displacement of violin (Back Side) 

 

4. おわりに 

本研究ではヴァイオリンの実物モデルを用いた大規模

振動解析を行った．今回は表板のみの解析を実現したが，

今後，すでにモデル化を終えている部材を追加し，ヴァイ

オリン全体解析を行う予定である．さらに，弦の加振によ

る楽器の振動と音場の解析に拡張する予定である． 

 
参考文献 

[1] Woodhouse J., "The acoustics of the violin: a 
review." Reports on Progress in Physics 77.11 
(2014) 115901. 

[2] Gough, C. E. "A violin shell model: vibrational 
modes and acoustics" The Journal of the 
Acoustical Society of America 137.3 (2015): 
1210-1225. 

[3] Yokoyama, M., DE Lucia, R. R., Antonacci, F., & 
Sarti, A. Influence of orthotropic properties on 
vibration of violin top plates, Proceedings of 
International Conference on Acoustics 2019 
(2019). 

[4] Green, D. W., Winandy, J. E., and Kretschmann, 
D. E. “Mechanical properties of wood. Wood 
handbook: wood as an engineering material” 
Madison, WI: USDA Forest Service, Forest 
Products Laboratory, 1999. General technical 
report FPL; GTR-113: (1999): 4.1-4.45, 113. 

 

Table 3 Frequencies of A0, A1, B1-, B1+ and CBR[1,2] 

Mode Frequency 

A0 (first cavity mode) 270 - 290 

CBR (Center bout rotation) 380 - 420 

B1- (corpus mode, body mode) 445 – 465 

B1 + (corpus mode, body mode) 520 - 540 

A1 (second cavity mode) 460 
 

 
 

Fig.1 Displacement of violin (Front Side) 
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行列固有値問題のフィルタを用いた近似固有対の精度改善法
Accuracy Improvement of Approximate Eigenpairs of Matrix Eigenproblems by Using Filters
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By using a filter, we approximate a part of eigenpairs of a matrix eigenproblem. The filter is applied to a set

of randomly generated vectors to make another set of vectors which contains required eigenvectors rich, and

from the span of the set of vectors the required approximate eigenpairs are extracted well. However, if the

characteristics of the filter are not good, or if the amount of the required eigenvectors contained in the set of

initial random vectors is very little, then the accuracy of the approximate eigenpairs obtained will be poor.

Therefore, we study some method to improve the accuracy of the approximate eigenpairs to be solved.

Key Words : Eigenproblem, Eigenpairs, Filter, Improvement, Preconditioning

1. はじめに
実対称定値の一般固有値問題に対して，固有値が指
定された狭い区間に入る固有対の近似をフィルタを用
いて求める．ランダムに生成されたベクトルの組に対
してフィルタを適用して，必要な固有ベクトルを豊富
に含むベクトルの組を作り，そのベクトルの組の張る
空間から必要な固有対の近似をうまく取り出す．フィル
タの特性が良くなかったり，あるいは最初のランダムな
ベクトルの組に含まれている必要な固有ベクトルの量
が少ないとそれだけ近似固有対の精度は悪くなる．そ
こで本論文ではフィルタを利用した前処理により必要
な固有対の近似精度を改善する方法について検討する．

2. 準備
実対称定値（行列 Aと Bが実対称で Bが正定値）の
一般固有値問題 Av = λBvの固有対でその固有値が指定
された区間 [a, b]にあるものの数が数百程度以下の場合
に，フィルタを利用してそれらの近似を一斉に求める．
そのために通常は以下のような方法で計算を行う．

1. 固有値が [a, b]にある必要な固有ベクトルは良く伝
達するが不要なものは強く減衰させる性質を持つ
ように構成された線形作用素をフィルタF とする．

2. 十分多くのランダムなベクトルを生成してベクト
ルの組 Y とする．

3. ベクトルの組 Y に B-正規直交化を施してベクトル
の組 Xを作る（XT BX = I となる）．

4. ベクトルの組 Xにフィルタを適用して Y ≡ F Xを
作る．フィルタの持つ性質から，Y は不要な固有
ベクトルをほとんど含まないベクトルの組になる．

5. Yの線形結合をうまく構成して，固有値が区間 [a, b]

にある固有ベクトル全体で張られた不変部分空間
を良く近似する空間の基底Vを作る．

6. 基底 V に Rayleigh-Ritz法を適用することにより
必要な固有対の近似を一斉に得る．

必要な固有ベクトルに対するフィルタの伝達率の大き
さが不均一であるほど，必要な固有対の近似の精度が

不均一となる傾向が生じるが，ベクトルの組 Y に対し
て「B-正規直交化に続いてフィルタを適用する」とい
う上記のステップ 3と 4の操作を繰り返すことで必要
な固有対全体の近似の精度や近似の不均一さも改善で
きる（このことは既知である）．たとえば B-正規直交
化を間にはさんで同じフィルタを 2回適用する場合に
は，ランダムに生成したベクトルの組を B-正規直交化
したベクトルの組と比べて 1回目のフィルタを適用し
て得られたベクトルの組の含む不要な固有ベクトルの
量は減少するが，それを再び B-正規直交化して 2回目
のフィルタを適用すると得られたベクトルの組の含む
不要な固有ベクトルの量はさらに減少するので，それ
が張る部分空間は不変部分空間のより良い近似となる．
フィルタを計 2回適用する場合に，最初に適用する
ものを前処理用のフィルタとして，2回目に適用するも
のを本来のフィルタとすると，前処理を行わない場合
と行う場合とでは操作はそれぞれ以下のようになる.

前処理を行わない場合： 乱数ベクトルの組 Y から B-

正規直交化により m個のベクトルの組 Xを作る．その
Xに（本来の）フィルタを適用して Y を作る.

前処理を行う場合： 乱数ベクトルの組 Y から B-正規
直交化により m個のベクトルの組 Xを作る. その Xに
前処理用のフィルタを適用して Y を作る. さらにその
ベクトルの組 Y から（閾値切断付き）B-正規直交化に
より m′ 個のベクトルの組 X を作る．その X に本来の
フィルタを適用して Yを作る. しかも前処理用と本来の
2つのフィルタは違うものでも構わない．
今回用いるフィルタの構成はレゾルベントの線形結合
Lに Chebyshev多項式を合成したものである．Cheby-

shevの 3項漸化式に基づいて多項式の次数が n次であ
るフィルタを適用する計算は，ベクトルの組に対する
Lの作用を n回順次に繰り返して適用することになる．
今回のフィルタの構成方式自体は前処理用も本来の
ものも同じである．レゾルベントの線形結合 Lは共通
であるが，Chebyshev多項式の次数を本来のフィルタで
は nとするが前処理用のものでは νとする．そうして
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通常は ν < nとする．すると近似固有対に対して要求さ
れる精度を達成できる次数 νをうまく選べるのであれ
ば，次数 nのフィルタを単純に 2回用いるよりは必要
な計算の手間を減らせるという利点が生じる．

3. フィルタの構成
シフトがρのレゾルベントの定義をR(ρ) ≡ (A−ρB)−1B
とする．シフトが相異なる K個のレゾルベントR(ρ j)の
線形結合をLとして，フィルタF はLの n次Chebyshev

多項式の定数 gs 倍であるとする（式 (1)）．{ F = gs Tn(L ) ,

L = c∞ I +∑K
j=1 γ j R(ρ j) .

(1)

レゾルベントの線形結合 L が実作用素となるように，
定数 c∞は実数とし，虚数のシフトは複素共役対を為し
て現れ，シフトが複素共役であるレゾルベントについ
ての結合係数は複素共役であり，シフトが実数のレゾ
ルベントの結合係数は実数とする．
いま扱っている一般固有値問題の任意の固有対 (λ, v)

に対しては F v = f (λ)vが成立する．ここで f (λ)はフィ
ルタ F の伝達関数と呼ばれる実関数で，フィルタ F の
式 (1)に対応して実有理関数 y(λ)の n次 Chebyshev多
項式の定数 gs倍である（式 (2)）．逆に式 (2)の形の伝達
関数に対応して式 (1)の構成を持つフィルタが決まる．{

f (λ) ≡ gs Tn(y(λ)) ,

y(λ) ≡ c∞ +
∑K

j=1 γ j / (λ − ρ j)．
(2)

下端の固有対を求める場合には，区間 [a, b] の幅を
μ (> 1)倍に拡げた区間を [a, b′ ]として，伝達関数 f (λ)

が以下の条件 (3)を満たすように結合係数 γ j とシフト
ρ j，j=1, 2, . . .,K，実数 c∞，および Chebyshev多項式の
次数 nをうまく選ぶ．ここで μ，gs，gp は，伝達関数
f (λ)のグラフの形状を代表する 3つの形状パラメタで，
0 < gs � gp < 1を満たす．⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

通過域 λ ∈ [a, b] で gp ≤ f (λ) ≤ 1 ,

遷移域 λ ∈ (b, b′ ) で gs < f (λ) < gp ,

阻止域 λ ∈ [ b′,∞) で | f (λ)| ≤ gs .

(3)

求めたい固有値の区間 λ ∈ [a, b]と単位区間 t ∈ [0, 1]

を同じ向きに対応させる λから tへの線形変換を用いて
固有値の座標 λに対応する正規化座標 tを定義する．そ
うして正規化座標 tを引数とする伝達関数を g(t) ≡ f (λ)

により定義する（そのグラフの例を図 1に示す）．

(1) フィルタのベクトルの組への作用
フィルタ F をベクトルの組 Xに適用する計算 F X =

gs Tn(L ) X では，まず X( j) ≡ T j(L ) X とおいて 3項漸
化式 (4)を用いて順番に X( j)， j=1, . . ., nを計算すれば，
F Xは gs X(n) に等しい．{

X(0) = X, X(1) = L X,
X(�) = 2L X(�−1) − X(�−2), (� ≥ 2).

(4)

4. 多項式の次数だけを変えたフィルタによる前処理
(1) 同じフィルタを 2回繰り返す計算の場合
レゾルベントの線形結合 Lの n次 Chebyshev多項式
のフィルタは式 (1)で与えられる．B-正規直交化を間に

図–1 伝達関数 g(t) ≡ f (λ)の概形

はさんで同じフィルタ F を 2回適用する計算は式 (5)

になる．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
X ← ランダムな B−正規直交ベクトル m個の組；
Y ← gs Tn(L ) X； ※ 1回目の n次のフィルタ
X ← Y の（閾値切断付きの）B−正規直交化；
Y ← gs Tn(L ) X . ※ 2回目の n次のフィルタ

(5)

すると作用素 Lの適用回数が 2倍に増えて 2nになる．
しかし我々は作用素 Lの適用回数を 2倍にまで増やさ
ずにある程度の近似の向上を得たいとする．

(2) 次数を変えたフィルタによる前処理
両方のフィルタでレゾルベントの組 Lは共通にする
が，Chebyshev多項式の次数を ν（ν < n）に変えた前
処理用のフィルタをランダムな B-正規直交ベクトルの
組に先に適用して，その結果に B-正規直交化を施して
から多項式の次数が nである本来のフィルタを適用す
ると，レゾルベントの線形結合 Lの適用回数は合計で
ν + nになる．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X ← ランダムな B−正規直交ベクトル m個の組 ;

Y ← g̃s Tν(L ) X； ※前処理の ν次のフィルタ
X ← Y の（閾値切断付きの）B−正規直交化；
Y ← gs Tn(L ) X . ※本来の n次のフィルタ

(6)

ここで g̃sは ν次のフィルタの最大伝達率を 1に規格化
するための定数で，式 (7)で計算できる．

g̃s ≡ 1/ cosh
( ν

n
cosh−1 1

gs

)
. (7)

5. 数値実験
(1) 例題の設定と固有対の近似精度の評価法
例題にする行列の対称定値一般固有値問題 Av = λBv
は，1辺の長さ πの立方体に零境界条件を課した 3次
元ラプラス作用素 −Δの固有値問題を有限要素法で離
散化して導かれるものである．有限要素法の要素は立
方体の各辺方向を N1+1，N2+1，N3+1に等分した辺を
持つ直方体とし，要素内の基底関数には 3重線形関数
を用いた．以下の例題では (N1,N2,N3) = (40, 50, 60)と
したので，係数の行列 Aと Bは共に次数 N は 120, 000

で半帯幅 whは 2, 041である．計算で使用したすべての
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数値と演算は倍精度（IEEE 754，binary64）である．求
めた近似固有対 (λ, v)の精度の評価には相対残差の大
きさである Θ ≡ ||Av − λBv||2 / ||λBv||2 の値を用いた．

(2) 実験に用いた計算機環境
使用した計算機は東大情報基盤センター Oakbridge-

CXの 1ノードである．ノードは Dual CPUで CPUは
Intel Xeon Platinum 8280(CascadeLake)(2.7GHz)．CPU

のコア数は 28（ノードあたり 56）である．CPUの L3

キャッシュのサイズは 38.5MiBであり，拡張命令セット
は AVX-512である．ノードあたりの理論ピーク性能は
4.84TFLOPS(倍精度)で，主記憶DDR4メモリの容量は
192GiB，メモリバンド幅は 281.6GB/sである．プログ
ラムは Fortran90で記述して，コンパイラは intelifort，
バージョン"19.1.3.304 20200925"を使用した．計算
は 1ノード上で，OpenMP並列化でノード内のコア数
に等しい 56スレッドで実行した．正定値実対称な帯行
列の分解と複数右辺の前進後退代入計算には intel MKL

ライブラリに含まれる Lapackのルーチンを用いた．

(3) 固有値が分布の下端にある固有対を求めた例
ここでは例題の一般固有値問題の固有対で固有値が
固有値分布の下端の区間 λ ∈ [3, 103]に含まれるものを
求めた．そのような固有対の正しい数は 422である．な
お最初に生成する乱数ベクトルの数 mは 850とした．
実験に用いた 5 通りのフィルタそれぞれについて，
フィルタ名，使用した実シフトのレゾルベントの数 K，
Chebyshev多項式の次数 n，フィルタの伝達特性を与え
る 3つの形状パラメタ μ，gp，gs を表 1に示す．これ
らのフィルタの使用するレゾルベントはすべてシフト
が実数である（これらのフィルタ F-1R，F-2R，F-3R-a，
F-3R-b，F-4Rは文献 [1]の中での対応する名称はそれ
ぞれ Ex1-4，Ex2-1，Ex3-I-1，Ex3-I-5，Ex4-I-1であり，
具体的に構成するための数値も詳しく示してある）．

表–1 固有値が下端の固有対を求めるために用いたフィルタ
フィルタ名 K n μ gp gs

F-1R 1 25 1.5 1E-8 1E-16

F-2R 2 23 1.5 1E-3 1E-10

F-3R-a 3 20 1.5 1E-3 1.1E-10

F-3R-b 3 20 1.5 1E-3 1.2E-12

F-4R 4 23 1.5 1E-2 1E-12

5 通りのフィルタを前処理付きで適用した実験結果
をそれぞれ，図 2から図 6までの 5枚の図に示す．各
左側の図は正規化座標 t を引数として Chebyshev多項
式の次数が nである本来のフィルタの伝達関数の大き
さ |g(t)|を対数でプロットしたものである．そうして各
右側の図は，得られた各近似固有対について横軸に固
有値をとり，縦軸には相対残差の大きさ Θの対数値を
とってプロットしたグラフを前処理用フィルタの次数 ν
のそれぞれについて描いたものである．前処理用のフィ
ルタの Chebyshev多項式の次数 νを 5刻みで 25まで変
えて実験をした．ただし ν = 0は前処理をしない場合で
ある．前処理用の次数 νを増やすとそれに対応して各
近似固有対の相対残差が減少する様子が見てとれる．
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図–2 フィルタ F-1Rを前処理付きで適用した例
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図–3 フィルタ F-2Rを前処理付きで適用した例
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図–4 フィルタ F-3R-aを前処理付きで適用した例
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図–5 フィルタ F-3R-bを前処理付きで適用した例

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

0 1 2 3

L
o
g

1
0
 |
g
(t

)|

t

伝達関数の大きさ |g(t)|の対数

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

 0  20  40  60  80  100

L
o
g

1
0
 Θ

λ

ν=  0
ν=  5
ν=10
ν=15
ν=20
ν=25

相対残差の大きさ Θの対数

図–6 フィルタ F-4Rを前処理付きで適用した例
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図–7 次数の和に対する相対残差の大きさの最大値の対数
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図–8 次数の和とレゾルベントの数の積に対する相対残差の
大きさの最大値の対数
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図–9 次数の和とレゾルベントの数の積に対する対角化完了
までの経過時間（秒）

図 7は，5通りの各フィルタを用いた結果をそれぞ
れ，横軸には前処理と本来のフィルタの Chebyshev多
項式の次数の和 ν+ nをとり，縦軸には求めた近似固有
対すべてについての相対残差の大きさの最大値を対数
でプロットしたものである．また図 8は，5通りの各
フィルタを用いた結果をそれぞれ，横軸には多項式の

次数の和にレゾルベントの数 Kを乗じた値 (ν + n)Kを
とり，縦軸には求めた近似固有対全体について相対残
差の大きさの最大値を対数でプロットしたものである．
もしも K 個のレゾルベントを作用させる計算を完全に
並列に処理できるのであれば，計算の主要部の経過時
間は ν+ nに比例するが，そうではなくてレゾルベント
の作用を与えるための K 個の行列分解やレゾルベント
の適用で複数右辺に対する行列分解の因子を用いた前
進後退代入の計算を K 個のレゾルベントについて順次
に行うのであれば，経過時間あるいは全体の計算の手
間はほぼ (ν + n)K に比例することになる．どちらの場
合も，フィルタの計算効率はグラフが下側にあるもの
ほど良いことになる．そのため，K 個のレゾルベント
についての処理を順次に行う場合は，図 8にある 5通
りのフィルタのうちで最も計算効率が良いのはレゾル
ベント 1つで構成された F-1Rということになる．
図 9は 5通りのフィルタのそれぞれについて，前処
理の次数 νを 0から 25まで 5刻みで選んで，横軸には
(ν+n)Kの値を，縦軸には対角化が終了するまでの経過
時間をとってプロットしたグラフを描いたものである．
対角化が完了するまでの全体の経過時間には，たとえ
ばランダムな m個のベクトルの生成，m個のベクトル
の B-正規直交化，フィルタ処理を終えてから近似固有
対を抽出するまでの処理などのレゾルベントの個数 K
には依らないものが含まれるので，これらのグラフは
図中で 1つの直線には乗らずに，レゾルベントの数 K
が多いフィルタほど対応するグラフが下側にきている．
ベクトル m個の組にフィルタを適用する計算の手間は
mに比例するが，ベクトルの組の B-正規直交化の手間
は mの 2乗に比例するので，同じレゾルベントの組を
使う場合，mが大きくなるほど計算中で B-正規直交化
の占める割合が増える．Rayleigh-Ritz法もその中で次
数 mの行列を作る手間が mの 2乗に比例し，また小さ
い m次行列の完全対角化には mの 3乗の定数倍の手間
がかかるなど，レゾルベントを逐次に処理する場合に
は行列次数 N と半帯幅 wh やベクトルの数 mが一定な
らば経過時間は (ν + n)K に比例する，という単純な見
積りは mが大きいければそれだけずれることになる．

(4) 固有値が分布の内側にある固有対を求めた例
こんどは例題の一般固有値問題の固有対で固有値が
固有値分布の内側の区間 λ ∈ [2000, 2020]にあるものを
求める．そのような固有対の正しい数は 429である．
フィルタで使用する K 個のレゾルベントはすべてシ
フトが虚数であり，複素対称性を利用することでシフ
トの虚部が正であるもの K′ = K/2個だけを用いてフィ
ルタの作用を実現する．実験に用いた 6通りのフィルタ
それぞれについて，本論文でのフィルタ名，使用するレ
ゾルベントの数 K′ = K/2，Chebyshev多項式の次数 n，
伝達関数の 3つの形状パラメタ ξ，gp，gsを表 2に掲げ
る（ξの定義は，通過域 λ ∈ [a, b]を標準区間 t ∈ [−1, 1]

に対応させる線形変換により λに対応する正規化座標 t
を定義するとき，阻止域の端の位置が t = ± ξである）．
フィルタの特性が ξ = 2.0の場合には，阻止域は λ ∈

(−∞, 1990] ∪ [2030,+∞) であり，最初に生成する乱数
ベクトルの数 m を 900 とした．またフィルタの遮断
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表–2 固有値が内側の固有対を求めるために用いたフィルタ
フィルタ名 K′ n ξ gp gs

F-1C 1 12 2.0 1E-3 5.49E-11

F-2C 2 4 2.0 1E-3 1.92E-13

F-3C 3 3 2.0 1E-1 1.30E-13

F-1C-s 1 14 1.5 1E-4 1.72E-10

F-2C-s 2 6 1.5 1E-2 1.11E-12

F-3C-s 3 3 1.5 1E-1 7.96E-11

特性がより先鋭な ξ = 1.5 の場合には，阻止域は λ ∈
(−∞, 1990] ∪ [2025,+∞)であり，mは 700とした．
フィルタを前処理付きで適用した 6通りの実験の結
果を ξ = 2.0 の場合は図 10 から図 12 の 3 枚の図に，
ξ = 1.5の場合は図 13から図 15の 3枚の図にそれぞれ
示す．それら 6枚それぞれの左側は Chebyshev多項式
の次数が nである本来のフィルタの伝達関数の大きさ
を正規化座標 tを引数として表した |g(t)|の対数プロッ
トであり，右側は横軸には得られた各近似固有対の固
有値をとり，縦軸には相対残差の大きさ Θの対数値を
とってプロットしたグラフを前処理用フィルタの次数 ν
を変えた各場合について描いたものである．前処理用
のフィルタに用いた Chebyshev多項式の次数 νは F-1C

と F-1C-sの場合には（煩雑になるのを避けて）2刻み
でプロットしている．ただし ν = 0は前処理を行わない
場合である．前処理用のフィルタの νを増やすとそれ
にともなって各近似固有対の相対残差が減少していく
様子が見てとれる．図 13の右側で ν = 0の場合の赤い
折れ線グラフに鋭い縦線が 4箇所あるのは，相対残差
の大きい偽の近似固有対が 4つ混入したためである．
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図–10 フィルタ F-1Cを前処理付きで適用した例
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図–11 フィルタ F-2Cを前処理付きで適用した例

図 16は ξ = 2.0の場合について，図 17は ξ = 1.5の
場合について，それぞれ 3通りのフィルタを用いた結
果を，横軸には前処理用と本来のフィルタのChebyshev

多項式の次数の和である ν+ nをとり，縦軸には近似固
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図–12 フィルタ F-3Cを前処理付きで適用した例
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図–13 フィルタ F-1C-sを前処理付きで適用した例

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

-3 -2 -1 0 1 2 3

L
o

g
1

0
 |
g

(t
)|

t

伝達関数の大きさ |g(t)|の対数

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

 2000  2010  2020

L
o
g

1
0
 Θ

λ

ν= 0
ν= 1
ν= 2
ν= 3
ν= 4
ν= 5
ν= 6

相対残差の大きさ Θの対数

図–14 フィルタ F-2C-sを前処理付きで適用した例
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図–15 フィルタ F-3C-sを前処理付きで適用した例

有対全体についての相対残差の大きさの最大値Θmaxを
対数でプロットして折れ線で描いたものである．同様
に図 18は ξ = 2.0の場合について，図 19は ξ = 1.5の
場合について，それぞれ 3通りのフィルタを用いた結
果を，横軸には多項式の次数の和と使用したレゾルベ
ントの数の積である (ν + n)K′をとり，縦軸には求めた
近似固有対全体についての相対残差の大きさの最大値
Θmaxを対数でプロットして折れ線で描いたものである．
もしも使用するレゾルベント K′個についてレゾルベ
ントを準備するための行列分解やレゾルベントの作用
を実現する行列分解因子を用いた複数右辺の前進後退
代入の計算を完全に並行して行えるのならば，主要部
であるフィルタ処理の経過時間は ν + n に比例するこ
とになる．あるいは K′個のレゾルベントについて順次
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図–16 次数の和に対する相対残差の大きさの最大値の対数
（ξ = 2.0のフィルタ 3通り）
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図–17 次数の和に対する相対残差の大きさの最大値の対数
（ξ = 1.5のフィルタ 3通り）

に計算を行うのであれば，主要部の経過時間あるいは
計算の手間は (ν + n)K′ に比例する．いずれの場合も，
計算効率の良いフィルタほどグラフが下側にくるので，
いまの場合には K′個のレゾルベントのための処理を完
全並行に行える場合と順次に行う場合のどちらも，計
算効率が最も良いフィルタは ξ = 2.0では F-3Cであり，
ξ = 1.5では F-3C-sであり，レゾルベントを 3つ用いた
ものであるという結果になった．固有値分布の一般的
な位置に固有値がある固有対を求めるためにシフトが
虚数のレゾルベントだけで構成された今回のフィルタ
3通りによる比較では，レゾルベントの数 K′ が 1，2，
3と増すほど計算効率が良いことがわかる．ただし行列
分解因子を格納するための記憶量はレゾルベントの数
K′に比例するので，計算の制約が記憶量である場合に
は使用するレゾルベントの数を抑えなければならない．

6. まとめ
フィルタをレゾルベントの線形結合の Chebyshev多
項式とする場合には，その多項式の次数を下げたもの
を前処理用のフィルタとして利用できる．
乱数で生成したベクトルの組を B-正規直交化したも
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図–18 次数の和とレゾルベントの数の積に対する相対残差の
大きさの最大値の対数（ξ = 2.0のフィルタ 3通り）

-14

-12

-10

-8

-6

-4

 5  10  15  20  25  30

L
o
g

1
0
 Θ

m
a
x

(ν + n) K’

F-1C-s
F-2C-s
F-3C-s

図–19 次数の和とレゾルベントの数の積に対する相対残差の
大きさの最大値の対数（ξ = 1.5のフィルタ 3通り）

のに対して本来のフィルタを直接適用せずに，まず先
に前処理用のフィルタを適用してその結果を B-正規直
交化したものを作り，それに対して本来のフィルタを適
用すれば得られる近似固有対の精度を向上できる．近
似固有対の精度は前処理用のフィルタの多項式の次数
を増すほど良くなる．
前処理用と本来のフィルタの多項式の次数の和を一
定とする場合には，本来のフィルタだけで行うよりも，
前処理に手間の一部をかける方が結果の精度が向上し
て効率的であろう．また，近似固有対への精度要求を
前処理を採用することにより満たせるのならば，性能
の悪い単一のレゾルベントで構成されたフィルタでも，
記憶容量が制約である場合には有用な計算手段になる．

参考文献

[1] 村上弘：チェビシェフ多項式と極がすべて実数であ
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oneAPIを用いた様々なデバイス上でのステンシル計算の
実装

Implementation of Stencil Calculation on Various Devices using oneAPI

佐久間大我 1) 下川辺隆史 2) 大森拓郎 3)

Taiga Sakuma and Takashi shimokawabe, Takuro Omori
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sakuma-taiga616@cspp.cc.u-tokyo.ac.jp)
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In recent years, accelerators such as GPUs and FPGAs have attracted attention in the HPC field. Therefore,
Intel oneAPI was introduced as a programming model for heterogeneous environments. Intel oneAPI has a
SYCL-compliant compiler, DPC++, which is used to implement stencil applications that run on both CPUs
and GPUs. We confirmed that the same code runs on both CPU and GPUd and that the performance is
basically comparable to the legacy code.
Key Words : oneAPI, SYCL, DPC++

1. はじめに
近年、HPC分野ではアクセラレータに注目が集まり、
多くのスーパ-コンピュータが GPU等のアクセラレー
タを搭載するようになっている。従来アクセラレータ
を利用するのであれば、そのデバイスに対して専用の
プログラミングモデルを用いて専用のコードを書く必
要があった。そこで、全てのデバイスに統一的なプログ
ラミングモデルを提供することを目的として、Intel社
が発表したのが Intel oneAPIである。

Intel oneAPI は、複数アーキテクチャ向けのプログ
ラミングモデルであり、対応するデバイスは、Intel製
の CPUや GPUは勿論のこと、NVIDIA社や AMD社
などの他社製品にまで及んでいる。また DPC++(Data
Parallel C++)という、既存の Intel C/C++ Complierを
ベースとして、SYCLが利用可能になった C++コンパ
イラが付属している [1]。

GPU 向けに NVIDIA 社が提供する CUDA や、
Khronos Group が提供する、SYCL のベースとなった
クロスプラットフォーム向けの APIである OpenCLで
書かれたコードの利用もサポートしており、先行研究で
は GPU-FPGA混合環境を、oneAPI上で既存のコード
を統合し一つのアプリケーションとして実装している
[2]。加えて、CUDAで書かれたコードを SYCLのコー
ドに変換することも可能である [3]。
そこで Intel oneAPIを利用してステンシル計算と呼
ばれる反復的な処理を要するアプリケーションをCPU、
GPU両方で動作させる SYCLコードを実装すると、実
際に同じコードで動作する。すると、実際に同じコー
ドで動作し、実行時に渡すパラメーターを変えるだけ
でも既存のコードに匹敵する性能を出せる程度の最適
化が可能である。
本稿の構成としては、2章でまず SYCLによるデバイ

スへのオフロード方法について紹介したのち、3章で実
際に SYCLを用いて開発した Intel oneAPI環境におい
て CPUと GPU両方で動作する拡散方程式の計算のア
プリケーションについて検討し、４章でまとめに入る。

2. SYCL
SYCLは、OpenCLを開発しているKhronos Groupに
より提供されている、ロイヤリティフリーのクロスアー
キテクチャ向け抽象化レイヤーである [4]。異種デバイ
スを一つのアプリケーションで、最新の ISO C++を用
いて記述される。本節では、SYCLコードの概要と、各
デバイスへのオフロード方法、並列処理の方法などを
紹介する。

(1) SYCLコード概要
まず SYCLのコードは、ホストデバイスで動作する
ホストコードとオフロード先のデバイスで動作するデ
バイスコードに分けられる。ホストコードで、オフロー
ド先のデバイスを選択するQueueクラスを作成、Queue
を submitすることで、デバイスにオフロードする。
デバイスコードは、Listing 1における、”h.parallel for”
のラムダ式で表される部分がデバイスコード SYCLで
利用できる代表的なカーネルは、SIMD的な並列処理を
サポートする parallel for kernel (コード内 : parallel for)
と、パイプラインによる並列処理サポートする single
task (コード内 : single task)の二つである。
本稿の実装では GPUにオフロードすることを考え、

parallel forを採用した。
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Listing 1 SYCLコード例
1 // キューの作成
2 queue q(d_selector, exception_handler);

3

4 buffer<int> a_buf(a.data());

5 buffer<int> b_buf(b.data());

6 buffer<int> sum_buf(sum.data());

7

8 // キューをデバイスに送り、データの移動
やデバイスでの処理を書く。

9 q.submit([&](handler &h){

10 accessor a_vec(a_buf, h);

11 accessor b_vec(b_buf, h);

12 accessor sum_vec(sum_buf, h);

13

14 h.parallel_for(n,[=](nd_item<1> i){

15 sum[i] = a[i] + b[i];

16 });

17 });

(2) parallel for
parallel for では、ループ範囲の指定に 2 次元、3
次元の配列を指定できる。また、ループ範囲の指
定には、nd range クラスを使用することができる。
nd rangeクラスは、(global range, local range)で構成さ
れ、globa rangeはループ範囲を表し、local rangeは各
スレッドに割り当てられるwork-group(CUDAの thread-
blockに対応)の大きさを表す [5]。

local rangeの全体や各次元のサイズは、デバイス毎に
指定できる大きさに制限があり、当然最適な local range
は異なる。ただ、コンパイル時に決定する必要はなく、
実行時に値を渡せばいいため、CPUと GPUで共有の
コードでも対応可能である。

3. 拡散方程式シミュレーション
3次元に離散化された拡散方程式は各点 (xi,yi,zi)の濃
度 fi, j,k として

f n+1
i, j,k = ( f n

i+1, j,k + f n
i−1, j,k + f n

i, j+1,k + f n
i, j−1,k

+ f n
i, j,k+1 + f n

i, j,k−1 + 4 f n
i, j,k)/10 (1)

と表せる。ある時間ステップにおける、各点の f の
更新は互いに独立であり、同時に処理が可能である。

性能評価
実行環境については、Wisteria-Aquarius上で行った。

CPU は Intel Xeon Platinum 8360Y、GPU は NVIDIA
A100が搭載されており、SYCLコードのコンパイラーは
Intel® oneAPI DPC++/C++ Compiler 2023.0.0である。
各測定はグリッドサイズ (global range)は (nx,ny,nz)に
(128,128,128)、(256,256,256)、(512,512,512)の３つに対
して行われる。先述した nd rangeを利用しており、デバ
イス毎の制約は今回の環境の場合、CPUは local range
のサイズが 8192までで、GPUは local rangeの各次元
のサイズが 64までとなっている。

図–1 CPU上での拡散方程式の実行性能比較

図–2 GPU上での拡散方程式の実行性能比較

a) CPUの場合
local rangeに関しては、global rangeが (128,128,128)
の場合は (128,64,1)、(256,256,256)の場合は (256,32,1)、
(512,512,512)の場合は (512,8,1)とした。CPUの性能は、
OpenMPのコードと比較した。比較に用いた OpenMP
のコードは、GCC8.3でコンパイルしている。Intel Com-
pilerも OpenMPには対応しているが、動作を試したと
ころ GCC の場合よりも性能が低下したため、今回は
GCCを選択した。
図-1がCPUの場合の性能測定結果である。メッシュサ
イズが小さい場合、つまり global rangeが (128,128,128)
のときには、SYCLでは OpenMPの三分の一程度の性
能にとどまった。ただ、メッシュサイズが大きくなると
その差は縮まり、global range が (512,512,512) の場合
には、SYCLが OpenMPを追い越している。
b) GPUの場合

local rangeは、全てのメッシュサイズに対して (64,4,1)
としている。GPUの性能は、OpenACCのコードと比
較した。コンパイル環境は NVIDIA HPC SDK Version
22.7である。
図-2 の GPU の場合の性能測定結果を見ると、

(128,128,128) の場合には、SYCL の性能が OpenACC
の性能にほぼ匹敵しており、それよリもメッシュサイ
ズが大きくなると SYCLの性能が OpenACCの性能を
追い越している。

4. まとめ
oneAPI 環境において SYCL で書かれたコードが

CPU、GPU で動作し、また実行時に local range を与
えることで、基本的には既存のコードと遜色のない性
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能を出せることが確認できた。ただ、CPU において、
メッシュサイズが小さい場合に非常に性能が下がって
しまう点、また CPUにおいて実行するたびに性能が数
十 GFLOPSの単位で変動する点が気になった。まだ、
SYCLのコードについて最適化の余地があるためそれ
を探ることと、より複雑なステンシルアプリケーショ
ンを SYCLで開発することが今後の課題である。
謝辞: 本研究の一部は科学研究費補助金 課題番号
20K21787,20H00580,および,学際大規模情報基盤共同利
用・共同研究拠点,および,革新的ハイパフォーマンス・コ
ンピューティング・インフラ課題番号 jh220036,jh230037
から支援を頂いた. 記して謝意を表す.
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Tuning Up Parallel Finite Element Structural Analysis Code ADVENTURE_Solid 
for Supercomputer Fugaku 
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ADVENTURE_Solid is a parallel finite element structural analysis code that utilizes the hierarchical 
domain decomposition method. The code incorporates the balancing domain decomposition (BDD) 
method as a parallel linear solver. Supercomputer Fugaku is a massively parallel supercomputer consisting 
of approximately one hundred and sixty thousand computation nodes. In this study, an enhanced parallel 
implementation of the BDD method in ADVENTURE_Solid is presented for optimal performance on 
Supercomputer Fugaku. 

Key Words : Parallel finite element analysis, ADVENTURE_Solid, Domain decomposition, 

Supercomputer Fugaku, Sparse direct solver 

1． はじめに 

ADVENTURE_Solidは階層型領域分割法をベースとし

た陰的な有限要素法に基づく並列構造解析コードであり，

オープンソースのCAEシステムであるADVENTUREシス

テムに含まれる解析モジュールのひとつである[1][2]．一方，

スーパーコンピュータ「富岳」[3]は，48コアのCPUを持つ

約16万個の計算ノードを6次元メッシュ／トーラスネッ

ト―ワークであるTofuD インターコネクトで結合した構

成のスーパーコンピュータ（スパコン）である．多数の計

算ノードを持つ富岳では，数千から数万個の計算ノード

を用いた計算ジョブを日常的に実行することが可能であ

るため，その計算資源を活用できるようなソフトウェア

の開発が求められる． 

本研究では，最初に従来のADVENTURE_Solid（ver. 2）

を富岳で実行した場合の問題点について分析する．次に，

数万個の計算ノードを用いても十分な並列化効率が得ら

れるような実装方法を提案する．それに基づいて実装し

たADVENTURE_Solid（ver. 3）の計算性能を「富岳」上で

測定し，その結果を報告する． 

 

2． BDD法 

Mandel[4]により提案されたバランシング領域分割

（Balancing Domain Decomposition; BDD）法は，部分構造

型領域分割法に基づく，線形問題に対する前処理付きの

反復解法である．ここではその定式化の概要を示す．BDD

法の計算過程では元の線形問題よりも小規模ないくつか

の線形問題を解く必要がある．実装方法を検討するため

にこれらを整理する． 

(1) BDD法の定式化 

有限要素法に基づき離散化された静的線形構造解析に

おける釣り合い式は，次のような連立一次方程式となる． 

Ku p  (1) 

ここに，Kは剛性行列， uは節点変位ベクトル， pは節

点荷重ベクトルである． 

 ここでは，領域分割法の中でも部分領域内部の自由度

を消去する部分構造型領域分割法を用いる．まず，解析領

域をN個のオーバーラップのない部分領域に分割する．部

分領域 k に対する剛性行列を
 kK ，節点変位を

 ku ，節

点荷重を
 kp としたとき，これらの行列，ベクトルを次式

のように部分領域内部の自由度と部分領域間境界の自由

度に分割する． 

 
   

   
II IB

BI BB

k k

k

k k

 
  
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K K
K

K K
，

 
 

 
I

B

k
k

k

 
  
  

u
u

u
，

 
 

 
I

B

k
k

k

 
  
  

p
p

p
 

(2) 

ここに，添字Iは部分領域内部の自由度を，添字Bは部分領

域間境界上の自由度を表す．領域間境界全体の自由度数

を Bn とする．また，部分領域 k に関係する領域間境界自

由度の自由度数を
( )
B
kn とする． 

部分領域の内部の自由度に関する釣り合いは次式のよ

うに各部分領域において独立に成立する． 
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         
II I IB B I
k k k k k K u K u p  (3) 

一方，部分領域間境界自由度の釣り合いは次式で表され

る． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
B BI I B BB B B B

1 1 1

N N N
k k k k k k k k

k k k  

   N K u N K u N p  (4) 

ここに，
( )
B
kN は部分領域 k に関する領域間境界自由度を

全ての部分領域に対する領域間境界自由度に変換するブ

ーリアン行列である．式(3)は次のように内部節点変位に

ついて解くことができる． 

           1

I II I IB B
k k k k k
 u K p K u  (5) 

式(5)を式(4)に代入すると次式のようにまとめられる． 

B BSu p  (6) 

ここに，S はSchur complement， Bu は部分領域間境界上

の全ての節点に対する節点変位ベクトル， Bp は静的縮約

された部分領域間境界上の節点荷重ベクトルである．行

列S は B Bn n 型行列となる．部分領域 k に対するローカ

ル Schur complement を ( )kS と す る と ， 全 体の Schur 

complementである S は次式となる． 

( ) ( ) ( )T
B B

1

N
k k k

k

 S N S N  (7) 

ここに， 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
BB BI II IB

k k k k k S K K K K  (8) 

である． 

 式 (6)は前処理付き共役勾配法で解くものとする．

Mandel[4]が提案したバランシング領域分割法（Balancing 

Domain Decomposition Method, BDD法）はこの問題に対す

る効果的な前処理手法であり，ADVENTURE_Solidにも実

装されている．その前処理行列は次式となる． 

   1 -1 T 1 -1 T
BDD C NN C

-1 T
C

   



M I RK R S M I SRK R

RK R
 (9) 

ここに，
1

NN
M はNeumann-Neumann前処理のための前処理

行列である． Rと TR  はそれぞれマルチグリッド法

prolongation行列とrestriction行列に相当する．固体，構造

解析では行列Rは B 6n N 型行列となる． CK は次式に

よって計算される． 

T
C K R SR  (10) 

行列 CK はCoarse grid（コース）行列と呼ばれ，剛性行列

Kを部分領域の剛体運動を利用して低次元で近似した行

列となる． CK を係数行列とした線形問題をコース（グリ

ッド）問題と呼ぶ．コース問題を解いた結果を用いてCG

法の収束性を高める処理は，前処理の一種でありコース

グリッド修正と呼ばれる．初期残差に対してコースグリ

ッド修正をするとそれ以降はコース空間の成分が取り除

かれるため，式(9)の第1項の最初のコースグリッド修正と

最後の項を省略できる．このとき，前処理行列は， 

 1 -1 T 1
BDD C NN
  M I RK R S M  (11) 

となる． 

 Neumann-Neumann前処理を表す
1

NN
M は, 

 1 ( ) ( ) ( ) ( )T ( )T
NN B B

1

N
k k k k k

k





 M N D S D N  (12) 

と表される．ここに，
( )kD は領域間境界自由度を共有す

る部分領域の数の逆数を対角成分とした対角行列であり，

重み行列と呼ばれる．   ( )k 
S はローカル Schur 

complementの一般逆行列を表す．荻野[2]は一般逆行列を使

う代わりに次式のようにペナルティ項を加えて正則化し，

逆行列を使う方法を提案した． 

      1
( ) ( ) ( )maxk k kdiag


 S S K I  (13) 

 

(2) 解くべき線形問題の整理 

 BDD法の計算過程で解く必要がある線形問題を整理す

る．以下では，一般的なベクトルを a，bあるいはそれら

に添字を加えた記号で表す． 

 CG法の計算過程における残差ベクトルの計算，式(10)

のコース行列の作成，式(11)のNeumann-Neumann前処理の

後に S との積の計算がある．そのために，次式のような

ローカルSchur complement ( )kS とベクトルの積の計算が

必要である． 

( ) ( ) ( )
B B
k k kb S a  (14) 

( )kS を陽に作る代わりに次式のように本来のディリクレ

境界に加えて部分領域境界自由度もディリクレ境界とし

て与えた問題（ディリクレ問題）を解く．ディリクレ境界

の処理は，ディリクレ境界自由度を除く方法ではなく， 

次式のようにその自由度に関する係数行列の対角項に1

を入れる方法で処理する． 

   ( ) ( )
II I IB B

( ) ( )
BB B B

k kk k

k k

     
    

      

K O u K b

O I u a
 (15) 

ここに， BBI は単位行列を表す．左辺の係数行列の逆行列

を陽に求めるのではなく，線形ソルバーを使う．次に， 
( )
B
kb を次のように求める． 

   
( )

( ) I
B BI BB ( )

B

k
k kk

k

       

u
b K K

u
 (16) 

 一方，Neumann-Neumann前処理では，次式のように式
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(13)の一般逆行列を近似した行列とベクトルの積の計算

が必要である． 

    1
( ) ( ) ( ) ( )
B Bmaxk k k kdiag



 b S K I a  (17) 

ここでも
( )kS を陽に作る代わりに次の方程式（ノイマン

問題）を線形ソルバーにより解く． 

   

      
( )

II IB I
( )( )( )
BBBI BB max diag

k k k

kk k kk

               

K K 0a

baK K K I
 (18) 

 最後に，コースグリッド修正に含まれる
-1
CK とベクト

ルの積についても，逆行列を陽に作る代わりに線形ソル

バーを用いて計算する．すなわち， 

-1
Cb K a  (19) 

を求めるために， 

C K b a  (20) 

を線形ソルバーにより解く． 

 以上のように，BDD法の実装では式(15)，(18)，(20)の求

解の実装方法がポイントとなる．式(15)，(18)は部分領域

単位の局所的な計算であるため，ローカル問題と呼ぶ．式

(20)の計算はコース問題と呼ぶ． 

 
3． ADVENTURE_Solid におけるバランシング領

域分割法の従来の実装方法 

(1) 階層型領域分割法 

 ADVENTURE_Solid は Yagawa and Shioya[5]が提案した

階層型領域分割法をベースとして並列実装をしている．

図-1 のようにメッシュはまず Part と呼ばれる領域に分割

され，各 Part がさらに部分領域に分割される．階層型領

域分割はドメインデコンポーザーADVENTURE_Metis で

行う．その中で，Part への分割には ParMetis[6]が，Part の

部分領域への分割には Metis[7]が使われている． 

 

 

 
 

図-1 階層型領域分割 

 

(2) 従来の実装方法 

非公開のADVENTURE_Solid FS版では式(15)，(18)のロ

ーカル問題は直接法の一種であるスカイライン法のシリ

アル処理版で解いている．一方，式(20)のコース問題はス

パース直接法ソルバー MUMPS[8] で解いている．

ADVENTURE_SolidはMPIにより並列化されており，1個

のPartを1個のMPIプロセスに割り当てている．マルチコ

アCPUを使う場合には，1個のMPIプロセスの中でOpenMP

によるスレッド並列化を行っており，1個のPartの中にあ

る複数の部分領域に対する式(15)，(18)のローカル問題を

コア数と同数のスレッドに割り当てることで並列に計算

する．この並列化では理想的なスケーラビリティが得ら

れている．一方，コース問題に使うMUMPSもMPI並列化

されているが，超並列計算機ではPart数と同数のMPIプロ

セス数は非常に大きいため，Partの情報をMUMPSに適し

た数のMPIプロセスに集約し，少ないMPIプロセス数で並

列計算を行っている．また，MUMPSで使われるBLASを

スレッド並列版とすることで複数のコアを使ったマルチ

スレッド並列化ができる． 

(3) 従来版による原子力発電所モデルの解析 

富岳に実装したADVENTURE_Solid FS版の従来版によ

り，四面体二次要素による福島第1原子力発電所1号機モ

デルの静的解析を富岳により行う．このモデルの自由度

数は1,497,322,665（約15億）である．なお，富岳の1個の

計算ノードは4個のCMGと呼ばれる単位により構成され，

48個のコアとメインメモリの関係は均質ではない．ここ

では1個のCMGに1個のMPIプロセスを割り当てて計算す

る．したがって，1個のMPIプロセスには12個のコアが割

り当てられる． 

表-1に5種類の領域分割のケースを示す．ここではCase 

AとBに対して従来版により解析を行った結果を示す．表

-2にそれぞれのケースにおけるコース問題の規模とロー

カル問題の規模を示す．コース問題の規模は全部分領域

数×6（剛体モードの数）となる．ローカル問題の規模は，

全自由度数/全部分領域数で概算したものである．実際に

は部分領域間境界上の自由度が重複することや，式(15)の

ディリクレ問題よりも式(18)のノイマン問題の方が係数

行列の非零成分少ないという差異はあるものの，計算の

オーダーの見積りにはなっている．富岳上の従来版によ

り計算性能に対するパラメータスタディをした結果，従

来版ではCase Aの領域分割によって最も速い計算速度が

得られている． 

図-2にCG法の1反復ステップ（1CG）の計算におけるコ

ース問題の計算時間とその他の計算時間の割合を示す．

Case Aのローカル問題の数はCase Bの10倍以上で，ローカ

ル問題の規模は1/10以下となっている．ローカル問題の求

解に用いているスカイライン法は自由度に対してスケー

ラブルな解法ではないため，全てのローカル問題に対す

る計算時間はCase Aの方が圧倒的に短い．しかし，コース

問題の規模が大きいため，MUMPSによるコース問題の求
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解の時間が全体の半分近くを占めている．MUMPSに割り

当てるMPIプロセス数は96～192程度であり，全体の6144

個のMPIプロセスの中のほんの一部に過ぎないため，

MUMPSの計算の間はほとんどのMPIプロセスは何もし

ていないことになる．一方，Case Bでは1個のPartの部分領

域数を1個に減らすことでコース問題の規模を小さくし

ている．コース問題とローカル問題の規模は同程度であ

る．ただし，コース問題はMUMPSで，ローカル問題はス

カイラインソルバーで解いているため，計算時間の大半

はローカル問題の求解時間になっている．全体の計算速

度はCase Aよりも大幅に遅く，収束まで計算していない． 

プロセスとスレッドの割り当て，および，1CGおよび全

体の計算時間とCG法の反復回数は後の表-3, 4にそれぞれ

改良版の情報と共に示す．CG法の収束判定では，後の改

良版による解析も含めて相対残差の閾値を 31.0 10 とし

ている． 

 

4． ローカル問題にもMUMPSを使った実装 

(1) 実装 

3(3)節の数値実験の結果から，部分領域数を調整するこ

とで，コース問題とローカル問題の規模を同程度にする

ことができ，多くの計算ノードを有効活用できる可能が

あることがわかった．しかし，その結果，ローカル問題の

規模が大きくなり，スカイライン法を使うと計算時間が

長くなる．そこで，ローカル問題にもMUMPSを使えるよ

うに解析コードを改良する． 

 

 
表-1 領域分割 

ケース Part数 

1Partあたり

の部分領域

数 

全部分領

域数 

Case A 6,144 24 147,456 

Case B 12,288 1 12,288 

Case C 6144 4 24576 

Case D 12,288 2 24576 

Case E 24000 1 24000 

  

 
表-2 コース問題とローカル問題の規模 

ケース 
コース問題の規

模 

ローカル問題の

規模 

Case A 約88万自由度 約1万自由度 

Case B 約7.3万自由度 約12.2万自由度 

Case C 約15万自由度 約6.1万自由度 

Case D 約15万自由度 約6.1万自由度 

Case E 約14万自由度 約6.3万自由度 

 

 
(a) Case A  

 

    

(b) Case B  

図-2 1CG の計算におけるコース問題の計算時間とその他

の計算時間の割合（従来版による） 

 

1個の部分領域に関するローカル問題をMPIにより分散

並列化されているMUMPSで解く場合，1個の部分領域に

複数のMPIプロセス（以下，プロセス）を割り当てる必要

がある．従来のADVENTURE_Solidでは，図-3のように部

分領域を管理するPartに1個のプロセスを割り当てていた

ため，プロセスの割り当て方法を見直す必要がある． 

MPIでは集団的操作の対象となるプロセスの集まりを

コミュニケータとして定義する．図 -4に改良した

ADVENTURE_Solid（改良版）におけるMPIのコミュニケ

ータの配置を示す．従来の実装ではPart数と同数のプロセ

スで構成されるMaster Groupのみであったのに対し，今回

の実装ではWorker Groupを加える．MPI_COMM_WORLD

は全プロセスを表すコミュニケータである．PLUコース

グリッドMUMPSコミュニケータは，コースグリッド問題

の求解に使うMUMPS用である．MPC MUMPSコミュニケ

ータは，MPCを含む問題において拘束条件に関する射影

を行うMUMPS用のコミュニケータである．このコミュニ

ケータは複数個配置することもある．以上のコミュニケ

ータはMaster Groupの中に置く．MUMPSローカルコミュ

ニケータは，ローカル問題の求解に使うMUMPS用であり，

Partの数と同じ数になるように生成する．コミュニケータ

6144 parts, 24 subdomains/part

Time for MUMPS

Time for local solver and other

12288 parts, 1 subdomains/part

Time for MUMPS

Time for local solver and other
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に2個以上のプロセスが含まれる場合には，Master Group

のプロセスだけでは足らないので，Worker Groupのプロセ

スを使う．1個のPartに複数の部分領域がある場合には，

MUMPSのオブジェクトは部分領域毎に生成するが，計算

は順番に行うものとしてコミュニケータは同じもの（各

Partに一つ配置）を使う． 

(2) 計算性能評価 

表-1のCase C, D, Eについて，改良版で解析を行う．表-

3に各ケースのプロセスとスレッドの割り当てを，表-4に

計算時間とCG法の反復回数を示す．改良版ではローカル

問題に対して多くのMPIプロセスが必要なこと，また，ス

レッド並列が部分領域毎の処理に対するものではなく，

スレッド並列版のBLASに対するものであるため，並列性

能が低いことから，1個の計算ノードに8個のMPIプロセス

を割り当てている．Case C, D, Eの全部分領域数はほぼ同

じであり，違いは1個のPartあたりの部分領域数である． 

Case CとDについて，Case C のCG法の反復数がCase D

と同じであると仮定した上で並列化効率を求めると，

66.4%となり良好な結果となっている．1CGループの計算

時間で比較すると，Case Eではさらに高速になっている．

しかし，Case Eでは収束までのCG法の反復回数が多く，

全計算時間は従来版の最速値であるCase Aの計算時間よ

りも遅くなっている．BDD法の性質により，部分領域数

が少なくなるとコースグリッド修正の性能が低下して反

復回数が増大する．それだけでなく，1個のPartあたりの

部分領域数が1個の場合，収束性がより低下する現象がみ

られる．部分領域数を少し変えたケースでも同様の傾向

となった．Partあたりの部分領域数が1の場合，領域分割

はParMetisのみで行うことになるので，ParMetisによる領

域分割の品質が，Metisによるものと比べてやや劣ってい

る可能性が考えられる． 

 

5． おわりに 

本研究では，階層型領域分割法に基づく並列有限要素

構造解析コードADVENTURE_Solid（ver. 2）を富岳で実行

した場合の問題点について分析した．次に，数万個の計算

ノードを用いても十分な並列化効率が得られるように，

ローカル問題をスパース直接法ソルバーMUMPSで解く

ような実装を行い（ADVENTURE_Solid（ver. 3）），その

計算性能を評価した． 
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図-3 従来版におけるコミュニケータの配置 

 

 

 
図-4 改良版におけるコミュニケータの配置 

 

表-3 MPIプロセスとスレッドの割り当て（Case A, Bは

従来版，Case C, D, Eは改良版） 

ケース ノード

数 

MPIプ

ロセス

数 

部分領

域あた

りのプ

ロセス

数 

コー

ス問

題用

プロ

セス

数 

プロセ

スあた

りのス

レッド

数 

Case A 1,536 6,144 1 192 12 

Case B 3,072 12,288 1 16 12 

Case C 3,072 24,576 4 24 6 

Case D 6,144 49,152 4 24 6 

Case E 12,000 96,000 4 24 6 

 

表-4 計算時間とCG法の反復数 

ケース 1CGの計算

時間（s） 

CG法の反

復回数 

全計算時間

（s） 

Case A 0.55 678 461 

Case B 3.72 － － 

Case C 0.86 1,260 1,193 

Case D 0.53 1,024 594 

Case E 0.38 1,321 524 
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This paper deals with a parallel finite element analysis by Hierarchical Domain Decomposition Method 

(HDDM) of an electromagnetic field problem with a quadruple precision floating point number. A 

Conjugate Gradient (CG) method for real symmetric matrices and a Conjugate Orthogonal Conjugate 

Gradient (COCG) method for complex symmetric matrices are implemented in the quadruple precision 

for the parallel computing. Then, the HDDM with the quadruple precision arithmetic for the 

electromagnetic field problem is implemented by the C language. As a result, the convergence of the 

iterative method is improved, and the minimum residual norm is reduced by approximately four orders of 

magnitude in a high-frequency electromagnetic field analysis. 

Key Words : Parallel Computing, Finite Element Method, Hierarchical Domain Decomposition Method, 

Electromagnetic Field Analysis, Quadruple-Precision Arithmetic 

1． はじめに 

 
(1) 44M DOF (A-), (2) 44M DOF (A) 

(3) 55M DOF (A-), (4) 55M DOF (A) 

図 1. 時間調和渦電流問題の収束履歴[1]． 

 

電磁界解析は，温熱療法など電磁波を用いる医療行為

の効果を明らかにするための数値人体モデルの解析や，

変圧器などの静止器，モータや発電機などの回転機とい

った電気機器の設計などに広く活用されている．しかし

人体や機器だけでなくそのまわりの空間も解析対象とし

なければならない電磁界解析のメッシュは自由度が大き

くなりやすく，他の物理現象の解析に比べて演算量がか

なり多い傾向にある．また電磁界解析で解くべき方程式

には不定性があるため求解には反復法を用いざるを得な

いが，条件数も悪いためその反復回数は非常に多く，演算

量をさらに増加させている．そのうえ，方程式を構成する

各項の係数となる物理量は材質によって桁が大きく異な

る．演算量の増加は丸め誤差の蓄積を促進し，物理量の桁

の違いは情報落ちを招く． 

解析ソフトウェアのプログラミングでは実数の取り扱

いに倍精度の浮動小数点数を用いるのが一般的であるが，

電磁界解析においては丸め誤差の蓄積と情報落ちが倍精

度演算では解析の破綻(=解が得られない)につながる恐れ

があるほどに深刻である．例えばより高い精度の解を得

るために同じモデルで自由度を増やすだけで解が得られ

なくなることがある．図 1は無限長ソレノイドコイルモ

デル [2]の時間調和渦電流問題を階層型領域分割法

Hierarchical Domain Decomposition Method: HDDM)で解い

た際の収束履歴である．4,400万自由度のメッシュではA-

法，A法とも収束しているが，5,500万自由度では残差が

減ることなく発散してしまっている． 

この問題を解決するには，実数の表現としてより精度

の高い四倍精度や八倍精度などの多倍長精度浮動小数点

数を用いることが考えられる．しかし多倍長精度演算に

は倍精度演算に比べてより長い時間がかかったり，メモ

リ使用量が増えたりといった問題がある．例えば四倍精

度演算は倍精度演算に比べて演算時間が20～30倍，メモ

リ使用量は2倍となる．かつては十分な精度を得られるだ

けの自由度で実用的な時間内に解析を行うにはコンピュ

ータの性能をギリギリまで使わなければならなかった．

そのため計算時間が大幅に増え，メモリ使用量も数倍に

なる多倍長精度演算は，それを利用しなければ解を得ら

れないようなごく一部の解析での利用に限られていた．

しかしコンピュータ技術の進展により，演算性能が高く

100 GB以上のメモリを搭載したパソコンが数十万円程度

で手に入るようになった．また京と富岳を頂点とする
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HPCI環境の整備により，年数万円程度で並列数数万，搭

載メモリ100 TB以上のスーパーコンピュータを利用でき

るようになっている．さらにGNU Compiler Collection 

(GCC)やIntel C++ Compiler (ICC)などのC言語コンパイラ

でも四倍精度浮動小数点型__float128をサポートするよう

にもなり，多倍長精度演算を活用するための環境が整っ

てきたと考えられる． 

本稿では四倍精度演算を用いた共役勾配法(Conjugate 

Gradient method: CG法) [3]，複素対称行列向けに共役直交

共 役 勾 配 法 (Conjugate Orthogonal Conjugate Gradient 

method: COCG法 ) [4] に基づく階層型領域分割法

(Quadruple)を実装し，倍精度演算の階層型領域分割法

(Double)と収束履歴，残差の最小値，計算時間を比較する． 

2． 四倍精度演算での実装 

本稿ではC言語で四倍精度演算を用いた有限要素解析

の実装を行う．パソコンからスーパーコンピュータまで

様々な環境に対応できるよう，コンパイラにはそれらで

幅広く用いられているGCCとICCを用いることとし，これ

らでコンパイルできるようにプログラムを記述する．前

述のとおり，この2つのコンパイラでは四倍精度浮動小数

点型として__float128型(先頭の「_」(アンダーバー)は2つ)

をサポートしているので，__float128型を用いて実装する．

数学関数ライブラリは標準のlibquadmath.aを用いる． 

また四倍精度の複素数型としては__complex128型(先頭

の「_」(アンダーバー)は2つ)がサポートされている．ただ

し__float128型と__complex128型は相互に代入することが

標準で有効なためバグに気づきにくくなること，環境に

よっては構造体の複素数の方が計算時間面で有利になる

ことがあることから，図 2のように四倍精度の複素数型

は__complex128型と構造体を切り替えて利用できるよう

にする． 

 

 
(a) __complex128型の別名を定義 

 
(b) 構造体による四倍精度複素数型 

図 2. 四倍精度複素数型． 

 

次に，CG法，COCG法に基づく階層型領域分割法を実

装した．解くべき行列と既知ベクトルは四倍精度で作成

する．ただし，実験で四倍精度に相当する精度で物性値を

決定することが困難であること，四倍精度に相当する精

度の座標値を持つメッシュを生成できるメッシャがない

ことから，入力データは倍精度であり，それらを四倍精度

に型キャストしたうえで用いる．また，同様に四倍精度に

相当する精度のデータを扱う可視化を行えるソフトウェ

アもないことから，出力データも倍精度とする． 

3． 階層型領域分割法 

階層型領域分割法(は領域分割法[5]-[7]を並列計算機環

境に効率よく実装するための1手法である．大規模問題を

効率よく数値計算することのできる手法としてよく知ら

れており，分散メモリ環境で良好な並列効率を得られる

ことが期待できる[8]．階層型領域分割法は大規模な構造

解析[9]や熱伝導解析[10]に適用され，また電磁界解析でも

数値人体モデルの高周波電磁界解析について2016年に

300億自由度[11]，2019年に1,300億自由度[12]の解析に成

功している． 

 

 
図 3. 領域分割． 

 

 
図 4. 自由度の静的縮約． 

 

 
図 5. 𝑆の行列ベクトル積． 

 

階層型領域分割法では解析領域を並列数よりもはるか

に多くの小領域(1小領域あたり数百自由度程度)に分割し，

自由度を領域分割によって生じる領域間のインターフェ

ース自由度(図 3)に静的縮約したインターフェース問題

(図 4)を並列反復法で解く．解くべき問題そのものが変わ

るため並列性能を阻害する不完全Cholesky分解(IC)前処

理を使わずとも収束解を得られる．また分割数を変えず

に並列数を変えられるため並列反復法の収束性に並列数

は影響しない．そのため，多倍長精度演算を階層型領域分

割法に適用すれば並列数を増やすことにより計算時間と

メモリ使用量の問題をともに解決することが期待できる．

一方で解くべき行列𝑆が密であり，作成してしまうと効率

的な解析ができなくなるので，並列反復法で必要な𝑆の行

typedef __complex128 Complex128 ; 

typedef struct { 
  __float128 re ; __float128 im ; 
} Complex128 ; 

Domain 

Decomposition 

domain 0 

domain 1 

: Interface DOFs (𝑢𝐵) : DOFs (𝑢) 
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列ベクトル積は小領域での有限要素計算の結果の重ね合

わせ(図 5)で行っている． 

並列処理についてはMPIとOpenMPを用いるハイブリ

ッド並列とする．階層型領域分割法ではまずメッシュを

MPIのプロセス数と同じpart数に分割する．次にpart内で

図 3のdomainに相当するsubdomainに分割する．ノード内

のスレッド並列ではsubdomain単位で演算をスレッドに

割り当てる． 

4． 数値計算例 

数値計算例としてTEAM20モデル [13]の静磁場解析

(Magnetostatic)，無限長ソレノイドコイルのA-法での時間

調和渦電流解析(TH_Eddy)，TEAM29モデル[14]の高周波

電磁波解析(HF_EM)をそれぞれ倍精度演算，四倍精度演

算で行う．それぞれの有限要素方程式の特徴を表 1に示

す．モデルはいずれも四面体に分割され，それぞれの要素

数は857,468，843,594，838,803，自由度はいずれも約100

万自由度である．解析には東京大学情報基盤センター

Oakbridge-CXスーパーコンピュータ(OBCX) [15]を用いる．

OBCXは1,240ノードのFujitsu PRIMERGY CX2550 M5 

(Intel Xeon Platinum 8280 (2.7GHz，28+28コア)，192 GB 

memory搭載)をIntel Omni-Pathで接続したスーパーコンピ

ュータである．本稿では32ノード用いることとし，それぞ

れのメッシュは32 parts，各part内は224 subdomainsに分割

する．静磁場解析ではCG法，時間調和渦電流解析，高周

波電磁波解析ではCOCG法に基づく階層型領域分割法を

簡易対角スケーリング前処理[16]とともに用いる．収束判

定値は設けず10,000回反復させて収束履歴，残差の最小値，

計算時間を比較する． 

 

表 1. 有限要素方程式の特徴． 

 Matrix Singular DOFs on 

Magnetostatic 
Symmetric 

Real 
Yes Edges 

TH_Eddy 
Symmetric 

Complex 
Yes 

Edges 

Apexes 

HF_EM 
Symmetric 

Complex 
No Edges 

DOFs: Degrees of freedom 

 

複素行列である時間調和渦電流解析，高周波電磁波解

析で__complex128型と構造体の実装を計算時間で比較し

た結果，違いは最大でも1割にも満たず，どちらかが必ず

短いということもなかった．そのためバグの発見のしや

すさから，以降は構造体により複素数を表現する実装を

用いることとする． 

図 6にそれぞれの収束履歴を示す．解くべき方程式に

不定性がある静磁場解析，時間調和渦電流解析は反復500

回あたりで最小値をとって以降は発散するので，1,000回

までの履歴である．表 2に残差の最小値と倍精度演算に

対する四倍精度演算での減少率を示す．いずれも比較的

解きやすいモデルであるためか静磁場解析，時間調和渦

電流解析では最小値に大きな差はなかった．一方，不定性

はないが静磁場解析，時間調和渦電流解析よりも条件数

の悪い高周波電磁波解析では10,000反復までで4桁近く残

差が小さくなった．倍精度演算に対する四倍精度演算の

計算時間は静磁場解析で15.6倍，時間調和渦電流解析で

23.5倍，高周波電磁波解析で14.4倍であった． 

 

 
(a) Magnetostatic analysis. 

 
(b) Time-Harmonic Eddy Current analysis. 

 
(c) High-Frequency Electromagnetic Field analysis. 

図 6. 収束履歴の比較． 
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表 2. 残差最小値の比較． 

 Double Quadruple Q / D 

Magnetostatic 4.278591e-06 4.108636e-06 9.60278e-01 

TH_Eddy 3.564778e-06 3.564556e-06 9.99938e-01 

HF_EM 5.549787e-17 6.805313e-21 1.22623e-04 

5． おわりに 

四倍精度演算を用い，ハイブリッド並列でCG法，およ

びCOCG法に基づく階層型領域分割法を実装した．約100

万自由度のメッシュで倍精度演算に比べて四倍精度演算

では反復法の残差の最小値が高周波電磁波解析で4桁減

少し，四倍精度演算の利用が収束性の改善に効果がある

ことを確認できた．今後はCG法，COCG法以外の反復法

に基づく階層型領域分割法の実装を行うとともに，より

大規模な問題やより複雑な問題で四倍精度演算導入の効

果を検証していく． 
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